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Lista 5

1. Mostre que g = f* em cada item abaixo.

(a)

(b)
0, =0,
flz) =€, g(x) = {00, <0,
z(lnzx —1), = >0.

1 0 0, =0,
— T >0,
flx)=q= g(x) = { oo, >0,
o0, <0, —2v/—z, xz <O0.

f(w)Z{_x’ e g(x)z{o’ e

oo, x> —1.

2. Considere g, f : R — (—00, 00] definidas como g(z) = d;1y () e

(@) = {_”’“’ e

oo, x < 0.

Mostre que

inf {f(z) +g(z)} =sup {~f"(~y) —g"(y)} = 1.
TE yeR

3. Seja X um espaco de Banach reflexivo, f : X — (—o0,00] uma fungao convexa (propria) e
semicontinua inferiormente (na topologia forte de X) e z € X. Mostre que existe uma unica
solugdo para o problema de minimizagao

min {f(m) tolle - zHQ} .

zeX

1



10.

. Seja X um espago reflexivo e h : X x X* — (—o00,00] uma funcdo convexa (propria) e semi-

continua inferiormente. Seja h* : X* x X — —(00, 0] a sua conjugada de Fenchel e suponha
que
min {h(z,z*), h*(z*,2)} > (z,2%), V(z,z*) e X x X*.

Mostre que existe um tnico (z,2*) € X x X* tal que

1 1 1 1
inf h * - 2 - * 112 —h * - 2 - %112 —0.
it Bt el G2} = 1) + G1P + 51

. Seja X um evn. e g : X — (—o0,00] uma funcdo convexa (propria) e s.c.i. Para (y,y*) €

X x X* defina f: X — (—o0, 0] como
fx)=9g(x) —g(y) —(x—y,y"), VzelX
Mostre que f é convexa (propria), s.c.i. e que

A @) =g" (" +y") + 9(y) — (y,y"), Vot e X*.

. Seja X um e.van. e f: X — R uma fungao afim, isto é, f(z) = (z,y*) — 5, onde y* € X* e

B € R. Mostre que
[r(@®) = 0gyey (z¥) + B, Vot e X

1
. Seja X um e.vn. e f: X — R definida por f(z) = —||z||?, onde p > 1. Mostre que, para todo
p

1
r* € X*, tem-se f*(z*) = —||z*||9, onde ¢ = p/(1 — p).
q

. Seja ‘H um espaco de Hilbert (real) com produto interno (-,-) e norma ||-|| = /(:,-). Defina

a conjugada de Fenchel da fungdo propria f : H — (—o0,00] como f* : H — (—o0,00],
f*(u) == supyeqy{(z,u) — f(x)}, para u € H. Mostre que
1

f=r = =5l

. Seja X um e.van. e f: X — (—o00,00] uma funcdo propria e homogénea positiva, isto é, f é tal

que f(Ax) = Af(x) para todo x € X e A > 0. Mostre que
(") = da(z"), vVt e X*.
onde Q := {z* € X* | (z,2*) < f(z) Va e X}.

Seja X um e.v.n. e f,g: X — (—o00,00] tais que dom f Ndom g # (. Mostre que
(f+9)" < /0.



