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. Seja X um espago topologico e (zy)n,>0 uma sequéncia em X convergindo para x € X. Mostre
que o conjunto {xy >0 U {z} ¢ compacto.

. Seja X = [0,1] e considere a topologia em X tal que os seus abertos (nao-vazios) sao aqueles
subconjuntos de X cujo complementar é no maximo enumeravel. Seja A = [0,1). Mostre que
A = X e que nao existe sequéncia em A convergindo para 1.

. Seja X um e.v.n. e sejam fy, f1, fo, -, fn funcionais lineares em X. Mostre que sdo equiva-
lentes:
(a) Existem escalares aq,aq,...,ay, tais que

fo=> a;f
j=1

(b) Existe ¢ > 0 tal que

[fo(@)] < e max [f;(2)], voeX

(©) Mj=1 N(f3) € N(fo),

onde N(f;) denote o nucleo de f; (0 <i <mn).
. Seja S C R™ um conjunto limitado. Mostre que conv S = conv S.

. Seja X um espaco vetorial. Uma funcao f: X — (—o0,00] diz-se quase-conveza se dom f # ()
e
fOz+ (1= Ny) <max{f(z), f(y)},  Va,y€domf, VA€ (0,1).

Mostre que f é quase-convexa se e somente se o conjunto de nivel {x € X | f(z) < pu} é convexo
para todo pu € R.



10.

. Seja H um espaco de Hilbert (real) com produto interno (-|-) e norma |[|-|] = y/(:|]-). Defina

a conjugada de Fenchel da funcdo propria f : H — (—o0,00] como f* : H — (—o0,00],
f*(u) == supyey{(z|u) — f(z)}, para u € H. Mostre que

F=r = =gl

. Seja X um e.v.n., seja f : X — (—o0, 00| convexa (propria) e s.c.i. e x € dom f. Mostre que,

para todo € > 0, tem-se - f(x) # 0.

Use o Principio Variacional de Ekeland para mostrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, isto
é, para mostrar que toda contracdo num espaco métrico completo possui um tnico ponto fixo.

Seja ‘H um espago de Hilbert, f: H — R uma funcao convexa diferencidvel e x,y € H. Mostre
que

Vi) € 0:-f(),
onde € := f(y) — f(z) = (Vf(2)ly — z).

Seja H um espaco de Hilbert e Q : H — H um operador linear limitado e auto-adjunto. Mostre
que (Qz|x) > 0 para todo = € H se se somente se

(Qulw) > Wclzll”QxHQ o



