MTM510058 - Analise Funcional Aplicada
Primeira Lista

. Seja X um e.v.n. e Y um subespaco de X cujo interior é nao-vazio.
Mostre que Y = X.

. Seja X um espago vetorial. Um subconjunto Y de X é afim se existe um subespago vetorial Yj
de X e ap € X tal que Y = Yj + ag. Mostre que Y ¢é afim se e somente se Az + (1 — Ny € Y,
para todo z,y € Y e A € R.

. Seja X umevn., A A BCXeA—B:={a—-b|a€ A,be B}. Mostre que:

(a) Se A é aberto, entdo A — B ¢é aberto.
(b) Se A é fechado e B é compacto, entao A — B é fechado.

. Seja X um espaco de Banach e M, N subespacos de X tais que M N N = {0}. Mostre que se
M é fechado e N tem dimensao finita, entdao M + N é fechado.

. Considere C[0,1] = {f : [0,1] = R| f é continua} e

1
= [ If@ldz (Feclo,
Mostre que C]0, 1], munido com || - ||1, € um espago vetorial normado que nao é Banach.

. Considere C[0,1] e || - |1 como no exercicio anterior e ¢y € [0, 1]. Defina
(Sto : C[Ov 1} — R, (5t0 (f) = f(tO)'
Mostre que &, ¢ um funcional linear em C10, 1] que nao é limitado.
. Uma Base de Hamel de um espaco vetorial X é um subconjunto B de X linearmente

independente tal que o espaco gerado por B é X. Mostre que todo espago vetorial X # {0}
admite uma base de Hamel. Dica: Use o Lemma de Zorn.

. Seja’Y C R™ um subespaco vetorial e f : Y — R linear. Seja p : R™ — R um funcional sublinear
tal que

fly) <ply) VyeY.

Sem usar o Lemma de Zorn, mostre que existe um funcional linear f : R” — R tal que

fy)=f),VyeY e f(z)<p(x), Vo € R"™

. Seja X um e.v.n. e sejam fy, f1, fo, -, fn funcionais lineares em X. Mostre que sao equiva-
lentes:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) Existem escalares aq,aq,...,ay, tais que

fo=> a;f
j=1

(b) Existe ¢ > 0 tal que

[fo(@)] < e max [f;(2)], voeX

(¢) Nj=1 N(fj) € N(fo),
onde N(f;) denote o nucleo de f; (0 <i <mn).

Seja X um e.v.n. munido com uma norma || - ||. Mostre que a topologia de X gerada por || - ||
é a menor topologia linear que faz || - || continua em X.

. PR o0 . oo
Seja X um e.v.n. Umasérie Y | x, de X diz-se absolutamente convergente quando > ||z, || <
00. Mostre que X é Banach se e somente se toda série absolutamente convergente em X é con-
vertente.

Seja X um espaco de Banach e M C X um subespago fechado e considere a relagdo R =
{(z,y) € X x X |x—y € M}. Mostre que R é uma relacao de equivaléncia (reflexiva, simétrica
e transitiva). Defina X/M = {[z] |z € X}, onde [z] :=={y € X |(z,y) € R}. Mostre que X/M
é um espago vetorial quando munido com as operagoes [x] 4 [z] = [z + 2] e A[z] = [Az]. Mostre
ainda que X/M & Banach se munido com a norma |||[z]||| = inf, ¢, [|lyl|-

Mostre que quaisquer duas normas em R” sdao equivalentes.
Dica: Mostre que qualquer norma em R”™ é equivalente a norma || - ||oo-

Seja X um espaco vetorial normado. Duas normas || - |1, || - ||2 s80 equivalentes quando existem
constantes ki, ko > 0 tais que
killzly < llzl2 < kellzl2, Vo e X.

Mostre que

[#lloc = max |a;],  [lzflz =
i=1,2,--n

et

definem normas em R" e que
2llo < llzll2 < Vllzfloo, Vo €R?,
isto é, as normas || - [|2 e || - || s80 equivalentes.

Seja T € B(X,Y), onde X é um espago vetorial normado e Y é um espago de Banach. Mostre
que T admite uma tnica extensao T' € B(X,Y’), onde X é o completamento de X.

Sejam X,Y e.v.n. Mostre que B(X,Y) é um espaco de Banach se e somente se Y é um espaco
de Banach. Conclua, em particular, que X* é Banach.



