MTM3112 - Algebra Linear
Quinta Lista

. Em cada item, determine o produto escalar u - v dos vetores u e v.

(a) u=(-3,4)ev=(5-2) (b) u=(6,-1) ev=(1/2,-4)

(c) u=(2,3)ev=(0,0) (d) u=(1,-2,-3) ev=(0,1,0)

(e) u=(3,2,—1)ewv=(10,6) (f)u=(1,0,2,1,8,5/4) ev = (0,1,—1,5,0,4/5)
. Determine um vetor u = (z,y,2) satisfazendo v -v; = 4, u-vo = 6 e u-v3 = 2, onde

v = (1,2,-3), v = (3,—1,—-1) e v3 = (2, -2,0).

. Em cada item, verifique se os vetores u e v 880 ortogonais (recorde que u e v sao ditos ortogonais
quando u-v = 0). Nos quatro primeiros itens, faca um esboc¢o geométrico no plano dos vetores
U e .
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(f) u=(2,—1,4) e v = (0, -2,1/2)

(g) u=(0,1,2,-5) e v=(1,0,5,2)

(h) w=(1,0,2,1,8,5/4) e v = (0,1, -1,5,0, —12/5)

. Determine um vetor de R? que seja simultaneamente ortogonal aos vetores u = (1,1,2), v =
(5,1,3) e w = (2,-2,-3).

. Em cada caso, determine um valor de m para que os vetores sejam ortogonais.

(a) u=(3m,2,—m) ev=(-4,1,5) (b) u=(0,m—-1,4)ev=(5m-—1,-1)

. Determine a norma de cada um dos vetores © e v do Exercicio 1. Considere a norma de um
vetor u = (w1, T2, . ..,o,) como ||lul| = /27 + 23 + -+ 22.

. Determine um valor de ¢ para que ||v|| =7, onde v = (6,3, ¢).

. Verifique quais dos seguintes vetores sao unitdrios.

vy =(0,1/8,5/8,3/8,—4/8,3/8,—1/8,0,1/8,—1/8,1/8),
ve = (1,1,1),

vy = (2/3,-2/3,1/3).
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Use as propriedades da norma para verificar que se u é um vetor ndo-nulo, entdo o vetor W

é unitario. Escreva os vetores unitarios do Execicio 8 nesse formato.

Verifique que cada conjunto A, B e C abaixo forma um conjunto ortogonal de vetores.

(a) A={(1,2,-3),(3,0,1), (1,-5,-3)}
(b) B={(V3,1),(-1,v3)}
(c) C={(-2,1,1),(0,—1,1),(1,1,1)}

Obtenha um conjunto ortonormal de vetores a partir de cada um dos conjuntos A, B e C' do
Exercicio 10. Dica: use o Exercicio 9.

Em cada um dos casos abaixo, determine se os vetores u, v e w formam um conjunto ortogonal,
ortonormal ou nenhum dos dois.

(a) u=1(1,2,1),v=(1,-1,1) ew=(—-1,1,2)

(b) u = (a,b,c), v=(—b,a,0) e w= (—ac, —bc,a® + b?)

(C) u = (2/77 6/77 3/7)7 v = (3/77 2/77 _6/7) ew = (6/77 _3/7? 2/7)

Determine a, b e ¢ para que o conjunto 5 = {(1,—3,2), (2,2, 2), (a,b, ¢)} seja uma base ortogonal
de R3. A partir de 8, construa uma base ortonormal.

Considere a base ortonormal de R

a:{(\[ fooo> <—\}6,16,56,0,()),(13,—13,13,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}

Faca o que se pede:

(a) Verifique que os vetores da base a sao mutuamente ortogonais e unitarios.

(b) Encontre as coordenadas do vetor v = (100, 7,v/2, —1,0) na base a. Dica: use o fato que
se {v1,ve,...,v,} € uma base ortonormal, entdo as coordenadas de um vetor v sdo dadas
POT U - V1,V - Vg, ...,V - Up, OU seja, pelos Coeficientes de Fourier de v.

Verifique a validade da Desigualdade de Cauchy-Schwarz |u - v| < ||ul|||v]| para os vetores u e v
em cada item do Exercicio 1.

Em cada caso, determlne o angulo entre os vetores u e v. Recorde que o angulo 6 entre u e v é
definido por 6 = arccos———

HUHH I
(a) u=1(2,1,3) e v =(6,3,9) (b) u=1(2,-3)ev=1(3,2)
(c) u=(4,1)ev=(3,2) (d) u=1(-2,3,1) ev=(1,2,4)
(e) u=(1,1,1,1) ev = (1,1,0,0)

Para cada par de vetores u e v no Exercicio 16, determine a projecdo ortogonal de v em v.

lv]|?

caso, verifique também que os vetores u — proj, (u) e v sdo ortogonais, isto é, verifique que
(u — proj, (u)) - v = 0.

v. Em cada

Recorde que a projegdo ortogonal de u em v é definida por proj, (u) =



18. Considere o produto interno
(u,v) = T122 + 271Y2 + 22291 + 5Y1Y2

definido para u = (x1,y1) e v = (x2,y2). Recorde que, analogamente ao caso com produto
escalar, define-se um wetor unitdério como um vetor u tal que ||ul| = 1, onde |lu|| = /(u,u).
Além disso, dois vetores u e v sdo ditos ortogonais quando (u,v) = 0. Uma base diz-se uma
base ortonormal quando seus elementos sdo mutuamente (dois-a-dois) ortogonais e unitérios
(segundo as definigoes acima).

Mostre que relativamente ao produto interno acima, o conjunto o = {(1,0),(2,—1)} é base

ortonormal de R?. O conjunto « é uma base ortonormal em relacio ao produto escalar u - v ?

19. Determine o valor de k para que o conjunto 8 = {(2,—1), (k,1)} seja uma base ortogonal de R?
em relacao ao produto interno

(u,v) = 2z122 + T1Y2 + T2Y1 + Y1Y2,

onde u = (x1,y1) e v = (z2,y2). Determine também uma base ortonormal a partir da base f.

20. Considere o produto interno
(P, q) = azba + a1b1 + agbo

para polinémios p = asx? 4+ a12 + ag e ¢ = bax® + bix + by de grau menor ou igual a dois e a
norma ||p|| = /(p,p) (definida para qualquer polinémio p de grau menor ou igual a 2). Para
p=a2—2x+3, pp=3cx—4ep;=1—22 calcule:

(a) (p1,p2)
(b) llp1ll e [[psl]
() Hm + p2|
(d)
szll
(e) O angulo 0 entre p; e p3. Recorde que, analogamente ao caso do produto escalar, nesse
caso 0 = arccosm.
1 llps]]

21. Considere o produto interno
(p,q) = 2ac+ ad + bc + 2bd

definido para polinémios p = ax +b e ¢ = cx + d de grau menor ou igual a um. Defina também
a norma ||p|| = +/(p,p) (para qualquer polindmio p de grau menour ou igual a um).

(a) Calcule o angulo @ entre os polindmios p = x — 1 e ¢ = 3z. Recorde que, analogamente ao

caso do produto escalar, nesse caso 6 = arccos |(p||,||q>| )
pllllg
(b) Encontre um polinémio r que seja ortogonal ao polinémio p = x — 1, isto &, tal que

(p,T) =0.
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Considere o produto interno
(A, B) = ajaz + biba + cico + dida,

para matrizes 2 x 2

st by _ |a2 bo
Sl R R A

eanorma ||A|| = \/(A4, A) (definida para qualquer matriz A de ordem 2 x 2). Dadas as matrizes

1 2 0 2
A‘[—1 1] © B_[l 1]’

determine:

1Al
1B
|A+ B

O angulo 6 entre A e B. Recorde que, analogamente ao caso do produto escalar, nesse
(4, B)
IAIIIBI
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b
C
d
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caso 0 = arccos

Considerando o produto interno definido no Exercicio 22, determine um valor de = de modo
que (A, B) =0, onde
1 -2 3 2
A= [5 x] e B= L _J.

Considere o seguinte produto interno
1
)= [ rogwa,

definido para fun¢oes continuas f e g no intervalo [0, 1], e defina || f|| = /{(f, f), |lgll = /{9, 9)-
Caleule {f,g), If1l e lgll para f(z) = 2* — 22 e g(a) = 2 + 3.

Em cada item, aplique o Processo de Ortogonalizagio de Gram-Schmidt para obter, a partir da
base dada, uma base ortonormal.

(a) a={(3,4),(1,2)}
(b) 8=A(1,0,0),(0,1,1),(0,1,2)}
(¢) v=1{(1,0,1),(1,0,-1),(0,3,4)}
Determine uma base ortonormal para cada um dos seguintes subespacos vetoriais de R3.
(a) U={(z,y,2) |y —22 =0}
(b) W=A{(z,y,2) [z +y+2=0}

Determine uma base ortonormal para o subespaco de R* gerado pelos vetores u = (1,0, —1,1),
v=1(0,1,0,1) e w = (1,1,-1,-2).



28. Considere o produto interno (f, g) = f_ll f(z)g(x)dx e o Processo de Ortogonalizagio de Gram-
Schmidt em que o produto interno acima é utilizado no lugar do produto escalar. Aplique esse

1 3 5)
processo na base {1, x, 22} para obter a base ortonormal { —, \/>1’, £(3:1:2 — 1) 7. Verifique
V2V 27722

diretamente que o ltimo conjunto é um conjunto ortonormal.



Gabarito Parcial

4
5
7
12
13
14
16

19
20

21
22
23
24
25

26

(a) -23 (b) 7
(d) -2 (e) -3
u=(3,2,1)
(a) Sim (b) Sim
(d) Sim (e) Sim
(g) Sim (h) Sim
Qualquer multiplo de (1,7, —4)
() 2 ()
c=2ouc= -2
(a) Nenhum dos dois (b) Ortogonal
(a,b,c) =t(—5,1,4) parat #0
As coordenadas sdo 1031“”, 2\/576_100 \/§+\}(%0—7r7 -1,0
(a) =0 (b)
(c) 6 = arccos \/% (d)
(e) 0=17
b=
(a) -18 (b)
() V3 (d)
(e) 6 = arccos g
(a) 0= 7% rad (b)
() v21 (d)
r=4
(f.o)=-Belfl=\/5%
() {(2.2).(-4.2)) ()
(©) {(5.0, %), (5.0,-), (0,1,0)}
@ {100,022} (b)

3ou—1
(¢) Ortonormal

0=3
0= arccos%
V1de V2
-t
r=x+1

_ 4
0= arc cos 7=
{(17070)7 (07 %7 %)7 (07 _%7 %)}

1 1 1 2 1

{(ﬁ707_ﬁ)7(_%7%7_%)}




