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Lista 10

. Sejam H e G espagcos de Hilbert reais, T' € B(H,G) e y € G. Assuma que R(T) é fechado e seja
f(z) == §||Tx — y||?, x € H. Mostre que sdo equivalentes:
(a) x € H é minimizador de f.

(c) T*Tx =Ty.

Conclua que f admite minimizadores em H.

. Seja H um espago de Hilbert real e f : H — R uma funcao Fréchet diferenciavel. Mostre que,
para cada x € H, existe um tnico elemento V f(z) € H, chamado de gradiente de f em z, tal
que

f'(x)h = (Vf(z),h)  VheH.

. Seja H um espaco de Hilbert real e f : H — R uma funcao Fréchet diferenciavel. Mostre que:

(a) f & convexa se e somente se f(y) > f(x) + (Vf(z),y — z) para todo =,y € H.

(b) Se f é convexa, entdo = é minimizador de f se e somente se V f(x) = 0.

. Sejam H e G espacos de Hilbert reais, T € B(H,G), y € G e seja f(z) = 3||Tz —y||?, z € H.
Mostre que
(a) f e diferenciavel e Vf(x) =T*(Tx — y).

(b) = € H é minimizador de f se e somente se T*Tz = Ty.

. Sejam H e G espacos de Hilbert reais, T' € B(H,G), y € G, z € H e a > 0. Seja f(z) :=
Tz — yl?, x € H. Mostre que z := (T*T + o) "}(T*y + az) ¢ a tnica solugdo do problema
variacional
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. Sejam H e G espagos de Hilbert e T' € B(H,G). Mostre que R(T') é fechado se e somente se

existe a > 0 tal que ||Tz|| > a/|z|| para todo z € N(T)*.

. Sejam H e G espagos de Hilbert e T' € B(H,G). Mostre que R(T') é fechado se e somente se

R(T*) é fechado.

. Sejam H e G espagos de Hilbert e T € B(H,G). Mostre que T' ¢ inversivel se e somente se T% ¢

inversivel.

. Seja H espaco de Hilbert e M subespago fechado de H. Mostre que a projecao ortogonal sobre

M & o tnico operador linear limitado P tal que P? = P, P* = P e R(P) = M.

Seja B :={f € L?*(—1,1) | f_ll f(t)dt = 0}. Determine E*.



