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Lista 4

1. Seja X um e.v.n. e Y ⊂ X um subespaço vetorial. Mostre que são equivalentes:

(a) Y é denso em X.

(b) Se f ∈ X∗ e f |Y = 0, então f = 0.

2. Seja X um espaço de Banach. Mostre que X é re�exivo se e somente se X∗ é re�exivo.

3. Seja X = `∞ (munido com a norma in�nito). Para cada n ∈ N, considere πn : X → R de�nida

por πn(x) = xn, onde x = (xn). Mostre que, para todo n ∈ N, πn ∈ BX∗ , mas que a sequência

(πn) não tem subsequência convergente na topologia fraca∗ de X∗. Isso representa alguma

contradição ao Teorema de Banach-Alaoglu?

4. Mostre que um espaço de Banach X é re�exivo se e somente se σ(X∗, X∗∗) = σ(X∗, X).

5. Seja X um espaço de Banach e M ⊂ X um subespaço vetorial. Mostre que

(a) σ(M,M∗) = {O ∩M | O ∈ σ(X,X∗)}.
(b) se X é re�exivo e M é fechado, então M é re�exivo.

6. Sejam X,Y espaços vetoriais normados. Mostre que

(a) Se T ∈ B(X,Y ), então T : (X,σ(X,X∗))→ (Y, σ(Y, Y ∗)) é continua.

(b) Se X é re�exivo e T ∈ B(X∗, Y ), então T : (X∗, σ(X∗, X))→ (Y, σ(Y, Y ∗)) é continua.

(c) Se T ∈ B(X,Y ∗), então T : (X,σ(X,X∗))→ (Y ∗, σ(Y ∗, Y )) é continua.

7. Seja X um espaço de Banach. Denote por τ‖·‖ e τ‖·‖∗ a topologia forte (gerada pela norma) em

X e X∗, respectivamente. Mostre que

(a) σ(X,X∗) ⊂ τ‖·‖.
(b) σ(X,X∗) = τ‖·‖ se e somente se dimX <∞.
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(c) Se xn ⇀ x, então (xn) é limitada e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.
(d) Se xn ⇀ x e fn → f , então fn(xn)→ f(x).

(e) σ(X∗, X) ⊂ σ(X∗, X∗∗) ⊂ τ‖·‖∗ .

(f) Se fn
∗
⇀ f , então (fn) é limitada e ‖f‖∗ ≤ lim inf ‖fn‖∗.

(g) Se fn
∗
⇀ f e xn → x, então fn(xn)→ f(x).
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