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1. (2.0 Pontos) Seja H um espaço de Hilbert complexo e T ∈ B(H) um operador auto-adjunto.

Mostre que as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) 〈Tx, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H.
(ii) σ(T ) ⊂ [0,∞).

2. (2.0 Pontos) Seja H um espaço de Hilbert complexo e U ∈ B(H) um operador unitário. Mostre

que

λ ∈ σ(U) ⇒ |λ| = 1.

3. (2.0 Pontos) Sejam H e G espaços de Hilbert de dimensão in�nita e seja T ∈ B(H,G) um

operador compacto e não-nulo. Mostre que existem conjuntos ortonormais {xn} e {yn} em H
e G, respectivamente, e números reais µ1 ≥ µ2 ≥ · · ·µn ≥ · · · > 0 satisfazendo, para todo n,

Txn = µnyn,

T ∗yn = µnxn.

4. (2.0 Pontos) Sejam (X, ‖·‖X) e (Y, ‖·‖Y ) espaços de Banach com imersão X ⊂ Y é compacta.

Seja p : X → R uma seminorma em X tal que a aplicação x 7→ p(x) + ‖x‖Y de�ne uma norma

em X equivalente a norma ‖·‖X . Mostre que

N := {x ∈ X | p(x) = 0}

é um espaço de dimensão �nita.

5. (2.0 Pontos) Seja H um espaço de Hilbert e T ∈ B(H). Mostre que T é compacto se e somente

se T ∗ é compacto.
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