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R(t) = 2 cos t

︸ ︷︷ ︸

x(t)

i+ sen t
︸︷︷︸

y(t)

j e portanto
x(t)2

4
+ y(t)2 =

4 cos2 t

4
+ sen2 t = 1, i.e. R(t) ∈ E.Queremos a
har t0 ∈ [0, 2π) tal que R(t0) = P = (−1,

√
3
2 ). Em parti-
ular −1 = x(t0) = 2 cos t0 e portanto cos t0 = − 1

2 . Uma solução destaequação é dada por t0 = arccos(− 1
2 ) =

5
8π e de fato obtemos y(t0) = √

3
2 ,i.e. R(t0) = P .

R′(t0) = −2 sen t0i+ cos t0j = −2

√
3

2
i+

(

−1

2

)

j = −
√
3i− 1

2
je portanto S(t) = P + tR′(t0) = (−1 −

√
3t)i +

(√
3
2 − t

2

)

j é uma para-metrização da reta tangente a E no ponto P .(Note que nós também poderiamos 
al
ular uma equação da reta tangenteusando a derivada da função f(x) =
√

1− x2

4 em x0 = 1 (Cál
ulo A).)2. Primeiro 
al
ulamos
V(t) = V(0) +

∫ t

0

a(u) du = i+

∫ t

0

(ui+ euj+ e−uk) du

= i+
1

2
u2

∣
∣
t

0
i+ eu

∣
∣
t

0
j− e−u

∣
∣
t

0
k =

(

1 +
t2

2

)

i+ (et − 1)j− (e−t − 1)k

1



2Usando este V e o R(0) dado, agora obtemos
R(t) = R(0) +

∫ t

0

V(u) du

= j+

∫ t

0

[(

1 +
u2

2

)

i+ (eu − 1) j+
(
1− e−u

)
k

]

du

= j+

(

u+
u3

6

)
∣
∣
t

0
i+ (eu − u)

∣
∣
t

0
j+ (u+ eu)

∣
∣
t

0
k

=

(

t+
t3

6

)

i+
(
1 + et − t− 1

)
j+

(
t+ et − 1

)
k

=

(

t+
t3

6

)

i+
(
et − t

)
j+

(
t− 1 + et

)
k3. Nós vamos usar o Sistema Interna
ional de Unidades (SI), i.e. trabalhar
om metros e segundos. Assim a posição ini
ial da bola é dada por

R(0) = 0, 9144j. A velo
idade (es
alar) ini
ial é v0 = |V(0)| = 35, 052e a velo
idade (vetorial) ini
ial é V(0) = 35, 052(cosαi + senαj), onde
α = 50◦. A a
eleração da gravidade é a = −9, 81j (em m/s2). Com essesdados podemos 
al
ular:
V(t) = V(0) +

∫ t

0

(−9, 81)j du = v0 cosαi + (v0 senα− 9, 81t)j ⇒

R(t) = R(0) +

∫ t

0

(v0 cosαi+ (v0 senα− 9, 81u)j du

= v0 cosα · ti+ (0, 9144 + v0 senα · t− 4, 405t2)j =: x(t)i + y(t)jPara saber se a bola passou por 
ima da 
er
a (que �
a 121, 92 metros dabase do lançamento), temos de determinar t0 ≥ 0 tal que v0 cosα · t0 =
x(t0) = 121, 92, i.e. t0 = 121,92

v0 cosα = 121,92
35,052 cos(50◦) ≈ 5, 41. Finalmente
al
ulamos

y(t0) = 0, 9144 + v0 senα · t0 − 4, 405t20

≈ 0, 9144 + 35, 052 sen(50◦) · 5, 41− 4, 405 · 5, 412

≈ 0, 9144 + 145, 266− 128, 926 = 17, 2544

> 3, 048.Em outras palavras a bola passa por 
ima da 
er
a (que tem altura de3,048 metros).4. (a)
R(t) = r cos

(
t

r

)

i+ r sen

(
t

r

)

j ⇒

R′(t) = − sen

(
t

r

)

i+ cos

(
t

r

)

j



3e portanto |R′(t)| ≡ 1, i.e. R é uma parametrização por 
omprimentode ar
o e T = R.
N(t) = T′(t) = R′′(t) =

1

r

[

− cos

(
t

r

)

i− sen

(
t

r

)

j

]

⇒

N′(t) =
1

r2

[

sen

(
t

r

)

i− cos

(
t

r

)

j

] e
B(t) = T(t) ×N(t) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

− sen(t/r) cos(t/r) 0
− 1

r
cos(t/r) − 1

r
sen(t/r) 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0i+ 0j+
1

r

[

sen2
(
t

r

)

+ cos2
(
t

r

)]

k =
1

r
ke portanto τ(s) = 〈N′(s),B(s)〉 = 0.(b) Primeiro usamos três vezes a fórmula para a derivada do produto es-
alar de 
urvas (e o fato que 〈B(s),T(s)〉, 〈B(s),N(s)〉 e 〈B(s),B(s)〉são 
onstantes (0 ou 1), i.e. não dependem do parâmetro s):

0 =
d

ds
〈B(s),T(s)〉 = 〈B′(s),T(s)〉 + 〈B(s),T′(s)〉

⇒ 〈B′(s),T(s)〉 = −〈B,T′〉 = −〈B,N〉 = 0, (1)
0 =

d

ds
〈B(s),N(s)〉 = 〈B′(s),N(s)〉 + 〈B(s),N′(s)〉

⇒ 〈B′(s),N(s)〉 = −〈B(s),N′(s)〉 = −τ(s), (2)
0 =

d

ds
〈B(s),B(s)〉 = 2〈B′(s),B(s)〉. (3)Agora apli
amos equações (1),(2),(3) à representação de B′(s) 
omo
ombinação linear dos vetores ortogonais e unitários T(s),N(s),B(s)e obtemos:

B′(s) = 〈B′(s),T(s)〉T(s) + 〈B′(s),N(s)〉N(s) + 〈B′(s),B(s)〉B(s)

= 0T(s)− τ(s)N(s) + 0B(s) = −τ(s)N(s).5. (a) Nós denotamos a matriz Ja
obiana de g por Jg e obtemos, pela Regrada Cadeia:
(
∂h
∂r

(r, θ) ∂h
∂θ

(r, θ)
)
= ∇h(r, θ) = ∇f(g(r, θ)) · Jg(r, θ)

=
(

∂f
∂x

(r cos θ, r sen θ) ∂f
∂y

(r cos θ, r sen θ)
)(

∂g1
∂r

(r, θ) ∂g1
∂θ

(r, θ)
∂g2
∂r

(r, θ) ∂g2
∂θ

(r, θ)

)

,



4onde g1(r, θ) = r cos θ, g2(r, θ) = r sen θ. Usando a equação a
ima,podemos 
al
ular:
∂h

∂r
(r, θ) =

∂f

∂x
(g(r, θ))

∂g1
∂r

(r, θ) +
∂f

∂y
(g(r, θ))

∂g2
∂r

(r, θ)

= cos θ
∂f

∂x
(g(r, θ)) + sen θ

∂f

∂y
(g(r, θ))

∂h

∂θ
(r, θ) =

∂f

∂x
(g(r, θ))

∂g1
∂θ

(r, θ) +
∂f

∂y
(g(r, θ))

∂g2
∂θ

(r, θ)

= −r sen θ
∂f

∂x
(g(r, θ)) + r cos θ

∂f

∂y
(g(r, θ)).(b) Agora note que para nossa função f temos ∂f

∂x
(x, y) = 2xy − 2x e

∂f
∂y

(x, y) = x2 + 3y2. Portanto (a) impli
a
∂h

∂r
(r, θ) = cos θ(2r cos θ · r sen θ − 2r cos θ) + sen θ((r cos θ)2 + 3(r sen θ)2)

= 3r2 cos2 θ sen θ − 2r cos2 θ + 3r2 sen3 θ = 3r2 sen θ − 2r cos2 θ

∂h

∂θ
(r, θ) = −r sen θ(2r cos θ · r sen θ − 2r cos θ) + r cos θ((r cos θ)2 + 3(r sen θ)2)

= r3 cos θ sen2 θ + 2r2 cos θ sen θ + r3 cos3 θSem Regra da Cadeia (i.e., sem (a)): Primeiro temos de 
al-
ular a 
omposta h = f ◦ g:
h(r, θ) = f ◦ g(r, θ) = f(r cos θ, r sen θ)

= (r cos θ)2r sen θ − (r cos θ)2 + (r sen θ)3

= r3 cos2 θ sen θ − r2 cos2 θ + r3 sen3 θ)Agora usamos o termo a
ima para 
al
ular as derivadas par
iais:
∂h

∂r
(r, θ) = 3r2 cos2 θ sen θ − 2r cos2 θ + 3r2 sen3 θ = 3r2 sen θ − 2r cos2 θ

∂h

∂θ
(r, θ) = r3[2 cos θ(− sen θ) sen θ + cos3 θ]− r22 cos θ(− sen θ) + r33 sen2 θ cos θ

= r3 cos θ sen2 θ + 2r2 cos θ sen θ + r3 cos3 θEm outras palavras, nós obtemos o mesmo resultado que usando (a).6. (a)
∇f(x, y) =

(
ex cos y −ex sen y

)

∂f

∂u
(x, y) = 〈

(
ex cos y −ex sen y

)
,
(
4 −3

)
〉 = 4ex cos y + 3ex sen y

∂f

∂u
(P ) = 4e0 cos(π/2) + 3e0 sen(π/2) = 4 · 0 + 3 · 1 = 3



5(b)
f(x, y) =

√

x2 + (y − 3)2

∇f(x, y) =
(

x√
x2+(y−3)2

y−3√
x2+(y−3)2

)

∂f

∂u
(x, y) =

〈(
x√

x2+(y−3)2
y−3√

x2+(y−3)2

)

,
(
−1 2

)〉

= − x
√

x2 + (y − 3)2
+ 2

y − 3
√

x2 + (y − 3)2

∂f

∂u
(P ) = − 1

√

1 + (1 − 3)2
+ 2

1− 3
√

1 + (1− 3)2
= − 1√

5
− 4√

5
= − 5√

5
= −

√
57. (a) Cír
ulos de raio 4, 2, 4

3 , 1.(b)
∇f(x, y) =

(

− x

(x2+y2)
3

2

− y

(x2+y2)
3

2

)

= − (x, y)

(x2 + y2)
3

2

∇f(P ) =
(1, 3)

(1 +
√
3
2
)

3

2

=
1

8
(1,

√
3)

|∇f(P )| = 1

8

√
1 + 3 =

1

4

u =
∇f(PI)

|∇f(P )| = 4 · 1
8
(1,

√
3) =

1

2
(1,

√
3)8. O fato que f é 
onstante ao longo de C impli
a (f ◦ R)′ ≡ 0 e portanto

∂f
∂u

(P ) = (f ◦R)′(c) = 0.Para mais informações veja http://mtm.ufs
.br/∼martin/
al
-
/index.html.
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