Célculo B - Lista 9 (Complementos)

1. Seja uma curva v := {(z(t),y(t)) : a <t < b}.
(i) Mostre que em termos do pardmetro ¢t a drea da superficie de revolugao obtida pela

rotacao da curva y em torno do eixo x é dada por

b
S = / 2my(t)V/ [ (O + W OPdt ()

(Analogamente, a area da superficie de revolucao obtida pela rotagao da curva - em torno
do eixo y é dada por S, = fab 2rz(t)\/[2/(1)]2 + [y (t)]2dt).

(ii) Use (x) para calcular a area da regiao obtida pela rota¢ao em torno do eixo x da curva

parametrizada por x(t) = hcost, y(t) =7, com 0 <t < 7 (h e r constantes positivas).
(iii) Obtenha o mesmo valor usando apenas geometria elementar. (Sugestao: O que é a

curva?)

2. Assuma que [a,b] C (—1,1). Seja f(z) = V1 — 22, e seja S a drea da superficie da regiao
obtida pela rotacao em torno do eixo x do gréafico de f com a < x < b. Mostre que
S =27(b—a). (Assim, para este caso particular, vemos que a drea da superficie depende

apenas do comprimento do intervalo [a, b] e ndo da sua localizacao como subintervalo de

3. Seja uma curva v := {(x(t),y(t)),a < t < b}. O centrdide da curva v é definido como

sendo o ponto (Z,y) onde
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comprimento da curva ’ " comprimento da curva

(i) Mostre que a area da superficie obtida pela rotacdo da curva em torno do eixo z ¢ igual
ao comprimento da curva vezes a distancia que o centrdide da curva se movimenta.
(ii) Usando (i), encontre a drea da superficie do toro formado pela rotacdo em torno do

eixo y de um circulo de raio a situado a uma distancia b da origem, com b > a.

4. Usando a defini¢do de centréide dada na questao 3, calcule o centréide da circunferéncia

de raio 1 centrada na origem.

5. Determine a drea da superficie do elipséide obtido pela rotacao da elipse ﬁ—; + Z—j =1em

torno do eixo x. (Suponha b > a)

6. Seja uma esfera de raio r ¢ 0 < a < r. Determine a area da superficie da porcao da esfera

obtida pela rotacao em torno do eixo x do gréfico de y = vr2 — 22 com —a < z < a.

7. Seja f continua em [a, b] e tal que seu grafico esteja situado acima da reta y = ¢. Determine
uma expressao para o volume V' do sélido obtido pela rotagdo em torno da reta y = ¢ da

regiao entre o grafico de f earetay =ccoma < x <b.



8. Usando o resultado 7, determine o volume do sélido obtido pela rotacao em torno da reta
y = —1 da regiao entre o grificode y =+vr+learetay=—-1com 0 < x <1.

9. Determine o volume do sélido obtido pela rotagao em torno da reta y = 1 da regiao entre
o grafico de y = sinz e o eixo x com 0 < z < 7.

10. Suponha f e g sdo fungoes continuas em [a, b], e seja ¢ tal que se tem ¢ < g(x) < f(z) com
a < x < b. Determine uma expressao para o volume V do sélido obtido pela rotacao em
torno da reta y = ¢ da regiao entre os graficos de f e g com a < x <b.

11. Usando o resultado 10, determine o volume do sélido obtido pela rotagao em torno da reta
y = 1 da regido situada entre os graficos de y = 22 — 2 + 1 e y = 222 — 4z + 3.

12. Seja a revolugao em torno do eixo x da regiao limitada pela curva y = % e 0 eixo x com
x> 1.

(i) Mostre que o volume ¢ finito mas a drea da superficie ¢ infinita.
(ii) Pode-se dizer que uma &rea infinita pode ser pintada derramando uma quantidade
finita de tinta neste sélido?

13. Seja f continua e f(z) > 0 em [a,b]. Assuma que ¢ < a. Seja R a regido entre o grafico
de f e o eixo x com a < x < b. Encontre uma férmula para o volume V do sdlido obtido
pela rotagao da regiao R em torno da reta x = c.

14. Usando o resultado obtido em 13, determine o volume do sélido obtido pela rotacao em
torno da reta x = —1 da regido entre o grafico de y = 2* e 0 eixo  com 0 < z < 1.

15. Determine o volume do sélido obtido pela rotagao em torno da reta x = 27 da regiao entre
o gréafico de y = (2 — )3/ e 0 eixo x com 0 < x < 7.

16. Sejam f e g continuas em [a,b] com g(z) < f(x) para a < x < b. Seja R a regido entre
os graficos de f e g com a < x < b e assuma que ¢ < a. Determine uma férmula para o
volume V' do sélido obtido pela rotacao da regiao R em torno da reta x = c.

17. Usando o resultado obtido em 16, determine o volume do sélido obtido pela rotacao em
torno da reta z = —1 da regido entre os gréaficos de y = 2z e y = —2z2 + 4x.

18. Seja uma esfera de raio r. Seja R a regiao extraida da esfera cortando-a por um plano
perpedicular ao seu raio e a uma distancia h acima de seu centro. Mostre que R tem
volume:

7(r — h)?
V= ( ) (2r + h)
3
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