Maximo e Minimo de Funcoes de Varias Variaveis

1. Extremos de uma fungao

e Def: Maximo Absoluto, minimo absoluto
Seja f : D C R? — R funcéo
(i) Dizemos que f assume um mdazximo absoluto (ou simplesmente um mdzimo) em (xg,yo) € D
se
f(z,y) < f(zo,w0), V(z,y) €D
O valor numérico f(zg,yo) é dito o mdzimo absoluto (ou simplesmente o mdzimo) da f.

(ii) Dizemos que f assume um minimo absoluto (ou simplesmente um minimo) em (xg,yo) € D

Se
f(l',y) < f(x()vy())a V([IZ,y) €D

O valor numérico f(xg,yo) é dito o minimo absoluto (ou simplesmente o minimo) da f.

e Ex: Seja f(x,y) = 22 + 52, com 2% +y? < 2.

Aqui temos o dominio da f dado pela relacdo 2% +y? < 2,i.e. D = {(x,y) € R? : 22 + ¢? < 2}.
Por inspecao temos que 0 < f(z,y) < 2, assim

4 0 é minimo de f pois 0 < f(x,y), Y(z,y) € D

42 é méximo de f pois f(z,y) <2, V(x,y) € D

e, em particular, vemos que

f assume seu valor minimo, 0, no ponto (0,0)

f assume seu valor maximo, 2, em pontos do circulo centrado na origem e com raio v/2.
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e Def.: Maximo local, minimo local
Seja f: D CR?> - R
(i) Dizemos que f assume um mdzimo local em (xq,yo) € D se existe um disco aberto Ds(zg, yo) C

D tal que se tem

f(x,y) < f(xo,90), Y(z,y) € Ds(xo,yo) (1)

O valor numérico f(xg,yo) é dito o mdzimo local da f.



(ii) Dizemos que f assume um minimo local em (g, yo) € D se existe um disco aberto Ds(zg, yo) C

D tal que se tem

f(x()ay()) < f(xvy)7 V(:E,y) S Dé(‘TO?yO) (2)

O valor numérico f(xo,yo) é dito o minimo local da f.

Obs: O disco aberto de raio § > 0 e centro (zo,yo) é o conjunto
Ds(z0,y0) == {(z,y) € R? : 2% +y? < 6%}

f e &

Figura 1: Ds(xo,y0)

Obs: Por extremo local de uma funcao designamos tanto um minimo local quanto um maéaximo

local da funcao.

2. Determinacgao dos extremos locais de uma funcao

e Questao: Dado f(z,y) como achar os extremos locais da f7

e Res: [Critério (necessario mas nao suficiente) para se ter um extremo local de uma fungao]
Seja f: D C R? = R.

Os possiveis candidatos a extremos locais da f, caso existam, sao obtidos a partir de uma das

duas condigoes a seguir
) f==0
ORI (3)
f y = 0
fz nao existe
(i) OoU (4)
fy nao existe
Os pontos obtidos das condigoes (i) e (ii) sao ditos pontos criticos da f.
Obs: Os pontos que se obtem das condi¢bes acima nao sao necessariamente extremos locais da
I

e Res: [Critério para identificar quais dos pontos criticos sao extremos locais da funcao]



Seja f: D C RZ = R.
Seja (x0,y0) ponto critico da f oriundo da condigdo (i) dada na equagao (3) (i.e. fz(xo,y0) =0

e fy(zo,yo) = 0)
Considere a quantidade (dita a Hessiana de f)

fa;m<$07 3/0) fxy(an yO)
fyz(0,y0)  fyy(T0, v0)

= fxx(l'Oa?JO)fyy(anyO) - (fxy(l’o7yo))2

H(x(]ay()) = det (

(iv) Se H(xo,y0) = 0 entao nada se pode afirmar sobre (g, yo) ser ou ndo um extremo local da

f e, neste caso, devemos usar diretamente a defini¢ao (1), (2).

Obs: (1) O critério acima sé se aplica se (xg,yp) for um ponto critico da f obtido a partir da
condigao (i) dada pela equagao (3).
(2) Se (x0,yo0) for ponto critico oriundo da condicao (ii) dada em (4) entao a identificacao dele

como extremo local da f deverd ser feito usando a defini¢ao (1), (2).

Obs: Ponto de Sela

Um ponto de sela de f(z,y) é um ponto critico (xg,yo) da funcdo tal que se tem

(i) fe(zo,90) =0, fy(zo,90) =0

(ii) Existe um disco Ds(zg,y0) tal que f(z,y) assume um valor maximo em (xg,yo) quando
(xz,y) — (z0,yo) por um certo didmetro do disco Ds(zo, o), € f(z,y) assume um valor minimo

quando (z,y) — (x0,yo) indo por um outro diametro do disco Ds(xq, yo)-

e Exemplo: Ache os pontos criticos de f(z,y) = 3 — 2% + 2z — y? — 4y e verifique se eles sdo
extremos locais da f.
Solugao.

2 Temos

fo=—"2x+2
fy=—2y—4

2 Obtengao dos pontos criticos da fungao

Anadlise da condigao (3):

fo=0 [ 2wtr2=0 [ a=1
= =
fy=0 —2y—4=0 y=—-2

i.e. (1,—2) é ponto critico da f.



Anélise da condicao (4):
Aqui, vemos que as derivadas parciais f, f, estao definidas para todos os pontos do dominio

da fungao, assim, a condigao (4) nao gera nenhum ponto critico adicional.

o Identificando a natureza do ponto critico

O ponto critico da f, (1,—2), saiu unicamente da condigao dada por (3). Como este ponto
critico foi obtido da condicao de derivada parcial ser nula nés podemos usar a Hessiana para

analisar se (1, —2) é extremo local ou nao da f. Temos

H(z,y) = det ( Joo oy > :det< 20 ) =4
fyac fyy 0 -2

 H(1,-2)=4>0, fu:(1,—2) = =2 < 0. Dai, temos que (1,—2) é ponto onde f assume um
méximo local, neste caso f(1,—2) = 8.

Obs: No caso da funcdo dada, f(z,y) = 3 — 22 + 22 — y? — 4y, poderfamos chegar a mesma

conclusao notando que completando os quadrados f(z,y) se escreve como

flz,y) = 3—a?+2r—y? 4y

—(2? —2z) — (y* +4y) + 3
(x2—2x—|—1—1) (VP +4y+4—4)+3

= —((z— 1) ((y+2)?—4) +3
—(z — ) —(y+2)?+4+3
—(z—1)* - (y+2) +8 (%)

e de (x) vemos que f(z,y) < 8, i.e. 8 é 0o maximo local de f que ocorre quando (z,y) = (1, —2).

e Exemplo: Ache os pontos criticos de f(z,y) = /22 + y? e verifique se eles sao extremos
locais da f.
Solugao.

Temos

—_
Y a2 ay?
2 Obtencao dos pontos criticos da fungao
Anadlise da condigao (3):
f T - = 0 Yy 7'é 0
Vaty? =  H(x,y) tal que tenhamos simultaneamente verificado

fyzoz\/miy—o x#0

Assim, nao obtemos nenhum ponto critico da condicao de termos simultaneamente nulas as

fola,y) =0, fy(z,y) =0

derivadas parciais f; e fy,

Anélise da condicao (4):



De (5) vemos que as derivadas parciais f;, f,, ndo existem no ponto (z,y) = (0,0), i.e. (0,0) é

o Unico ponto critico da fungao.

1 Identificando a natureza do ponto critico

Note que este ponto critico (0,0) foi obtido da condicao da nao existéncia da derivada parcial,
logo, nao podemos usar o teste da matriz hessiana H(z,y) para identificar a natureza do ponto
critico. Devemos entao usar a definigao (1), (2).

Notamos que f(z,y) = \/W > 0 e, em particular, no ponto critico (0,0) temos f(0,0) = 0,
logo, (0,0) é ponto de minimo local (e global - Porque?) da funcao, sendo 0(= f(0,0)) o minimo
local (e global) da fungao.

e Exemplo: Ache os pontos criticos de f(z,y) = y? — 22

da f.

Temos

e verifique se eles sao extremos locais

fy:2y

2 Obtencao dos pontos criticos da fungao

Analise da condigao (3):

=0=-2z=2=0
* = (0,0) é ponto critico da f
fy=0=2y=y=0
Analise da condicao (4):
Vemos de (6) que as derivadas parciais f,, f, estdo definidas para todos os pontos do dominio
da funcao, assim, a condi¢ao (4) ndo gera nenhum ponto critico adicional.

2 Identificando a natureza do ponto critico Podemos usar o critério da matriz Hessiana para

analisar a natureza do ponto critico (0,0). Temos
fmc fx -2 0
H(z,y) = )=
fyz fyy 0 2
-2 0
H(0,0) = < >
0 2

det H(0,0) = —4 < 0= (0,0) ¢é ponto de sela.

e Exemplo: Ache os pontos criticos de f(z,y) = 22 — 2zy + %y?’ — 3y e verifique se eles sao
extremos locais da f.
Temos
Jo =22 -2y
{ fy=—"2x+y>-3

2 Obtengao dos pontos criticos da funcao

Analise da condicao (3):

fa=0=20—-2y=z=y (%)
fy=0=-"20+9y> 3=y’ =3+22. . y==EV3+21 ()



De (%) e (*x) temos

2+ 4/16
r==+vV3+2x . 22=3+4+2z - 2> —22—-3=0 . m:T s x=3o0ou x=-—1

Temos entao por pontos criticos da f os pontos (—1,—1) e (3, 3).
Anélise da condicao (4):
Vemos de (7) que as derivadas parciais f, f, estdo definidas para todos os pontos do dominio

da fungao, assim, a condigao (4) ndo gera nenhum ponto critico adicional.

2 Identificando a natureza dos pontos criticos

Uma vez que os pontos criticos foram obtidos pela condi¢ao (3), de anular as derivas parciais,

podemos usar o critério da matriz Hessiana para analisar a natureza dos pontos criticos obtidos.

fxx fx 2 -2
H(z,y) = Y=
fym fyy -2 2y
det H(z,y) =4y — 4
det H(—1,—1) = -8 < 0= (—1,—1) ¢ ponto de sela da fungao.

det H(3,3) =8> 0 e fz2(3,3) =2>0 .. f assume um minimo local em (3, 3)
- f(3,3) = =9 é minimo local da f.

Temos

3. Determinacao dos extremos absolutos de uma funcao sujeito a uma condigao:
Método dos Multiplicadores de Lagrange

e Problema: Seja f(z,y) = 22 + 4y>. Encontre os extremos da funcio f para pontos (z,y) na
elipse 22 4 2y? = 1.

Inicialmente, note que este problema é diferente dos problemas anteriores pelo fato de que
nao estamos procurando extremos considerando todo o dominio da funcao, mas sim apenas os
extremos da funcao f(z,y), caso existam, quando se limita (z,y) a satisfazer a condi¢ao dada,
neste caso, a curva x> + 2y% = 1 que corresponde geometricamente a uma elipse.

Nao quer dizer com isso que, caso haja extremo da func¢ao f(x,y) com (x,y) sujeito a condigao
22 4+ 2y? = 1, este seja um ponto de extremo da funcio em relacio ao seu dominio original (i.e.

sem considerar a condigio 22 + 2y% = 1)
H& dois métodos que podem ser utilizados na solucao deste problema.

12 método: Por substituicao direta
A condicdo dada é 2% + 2y% = 1, e permite escrever 2 = 1 — 2y? que pode ser substituido
diretamente na funcio f(x,y) = 2 +4y> (em alguns casos, pode ser que tenhamos que susbtituir

y ao invés de x na expressao de f(z,y)), o que nos permite entdo ver f(z,y) como uma nova



funcao

_ 2 3
h(y) = f(2.9)| oy e =1 - 2y° + 4y (8)
1 < 1
com — —— —
vimle e
Note que a condicdo z? + 2y% = 1 nos d4 uma variacio de y no intervalo [—%, %] conforme

nos mostra a figura

Nr

{
i

Figura 2:

Vemos entdo que o problema de determinar os extremos da funcao f sujeita a condicio x2+2y% =

1 é equivalente ao problema de se encontrar os extremos da funcdo h(y) = 1 — 2y? + 4y3 com

Y€ [_%v %]
Lembramos que no cédlculo de func¢oes de uma variavel, o teorema do valor extremo no diz que:
Se w: I — R é continua e I é intervalo fechado, entao w tem maximo e minimo absoluto em I.
Este é o caso da fungao h dada em (8).

Assim, para determinar os extremos globais da funcao h no intervalo [—%, %] devemos
analisar os candidatos a extremos que estao no interior do intervalo, i.e. em (—%, %) e que
correspondem aos pontos criticos da h, e depois o valor de h nos extremos do intervalo, i.e. nos

— 1 :
valores y = £+ 75 Assim,

W (y) = —4y + 12y% = —4y(1 — 3y)

1
.'.h'(y):0:>y:00uy:§

e temos por candidatos a extremos da f(x,y) os pontos

y=0 = (+1,0)

-3~ (0
-3 - 03
=+ 0



Resta agora calcular f em cada um desses pontos e por inspegad verificar o maior e menor valor

assumido:
f(l,O) =1
f(—l,O) =1
VT 1 25
f53) = ;<1
/71 25
M3 = we!
1
f(07 ! ) = _ﬂ

- f(0, %) = /2 é 0 maximo da f sujeito a condicdo z? + 2y% =1

£(0, —%) = —/2 é o minimo da f sujeito a condicao z% + 2y% = 1.

29 método: Método dos multiplicadores de Lagrange

No método dos multiplicadores de Lagrange, ao invés de usarmos a relacio dada, =2 + 2y? = 1,
para eliminar uma varidvel na expressao de f(z,y), adotamos o seguinte procedimento.

(i) Escreve-se a relagdo dada sobre x,y na forma de uma funcao de duas varidveis ¢(z,y), e.g.
22 +2y2 =1 = ¢(x,y) = 2% + 2y% — 1. Introduz-se entdo um parametro arbitrario \, dito o

multiplicador de Lagrange, e considera-se as equagoes

fr(x>y) = )‘¢x(x7y)
fy(zy) = Ady(z,y) (9)
¢(z,y) = 0

A solucao de (9) determina os candidatos a extremos da f sujeito a condigdo dada. Novamente,
por inspecao se identifica quais destes valores sao méximo e minimo absoluto da funcao f.

Assim, para o exemplo considerado temos a equagao (9) na forma

fe(m,y) = Ade(z,y) = 20=X2z = 2(1-X)=0(x)
fy(@,y) =Apy(z,y) = 1202 =My = y(By—A) =0 (2%)
d(r,y) =0 = 22 +2y% =1 (3%)

De (x): z(1-A)=0=zxz=0o0ul=1

J Suponha z = 0. Substituindo em (3%) temos y = i%, o que nos da o ponto (0, i%)
s Suponha A = 1. Susbtituindo em (2x) temos y(3y —1) =0=y=0o0uy = %

Se y = 0 temos de (3%) que 22 =1 . = £1, o que nos d4 o ponto (£1,0).

Se y = 1 temos de (3x) que z° = % Sx = :I:g, o que nos da o ponto (ig, 1). Temos entdo



por inspecao que

f(O\%) NG
f(o,-\%) = V2
f(1,0) = 1
F(=1,0) = 1
159 = 5

V7
(=53 = »

d’onde se conclui que
f(0, %) = /2 é méximo da funcdo sujeita a condicio 22 + 2y% = 1
f(0, —%) = —/2 é minimo da funcdo sujeita a condicdo 22 + 2y = 1,

que coincide com a mesma resposta obtida usando o primeiro método, como tinha de ser.

4. Maximo e minimo absoluto de uma funcao

e Def: Regiao compacta em R?

Seja D uma regido do plano R? delimitada por uma curva, que constitui a fronteira da regido.
Dizemos D C R? é compacta se

(i) D é limitada, i.e. se D esta contida em algum retangulo do plano R2.

(ii) D é fechada, i.e. se D contém a curva que a delimita.

Figura 3:

¢ Res: Teorema do Maximo e Minimo
Seja f : D € R? = R continua e com dominio D compacto. Entdo, f assume um méximo global

e um minimo global em D.

Obs: Sendo a regiao D compacta, ela inclui a sua fronteira. Ha, pois, duas possiveis localizagoes

dos pontos onde f assume os extremos globais que sao:



4 O(s) extremo(s) pode(m) estar situado(s) (ambos, apenas um, ou nenhum) no interior da
regiao, neste caso, ¢ um ponto critico, sendo obtido das condicoes (3) e/ou (4).

3 O(s) extremo(s) pode(m) estar localizado(s) na fronteira. Neste caso, para obte-lo(s), usa-se
a condicdo que define a fronteira da regido, ou para eliminar uma das varidveis !, ou como um
vinculo no tratamento dos multiplicadores de Lagrange.

Note que um ponto onde f assume extremo local, e.g. (zo,¥0), deve ser tal que existe um
disco Ds(zo,yo) C D, assim, extremos locais, caso existam, estao necesariamente localizados no

interior da regiao D.

e Exemplo: Encontre os extremos de f(z,y) = 322 + 2y? — 4y + 1 com 22 + y? < 16.

Solugdo. A fungdo f estd definida em um disco D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 16} que é uma
regiao compacta. Do teorema do valor extremo temos que f admite um méaximo e minimo
absoluto em D.

Localizagao dos extremos.

Da observacao anterior temos que os cadidatos a extremos da f definida no compacto D podem
estar no interior da regido (i.e. pontos (z,y) tal que z? + y? < 16) ou na sua fronteira (i.e.
pontos (x,y) tal que se tem z% + y? = 16).

1 Pontos no interior de D: os candidatos sao pontos criticos da f.

fz = 6z
fy = 4y—4

Vemos que as derivadas parciais estao definidas em todos os pontos de D, assim, os pontos

criticos da f sdo oriundos apenas da condigao (3), que nesta caso nos da

fr=0 = x2=0
fy=0 = y=1

. (0,1) é ponto critico da f.
o Pontos na borda de D: usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange. Aqui, a condigao
que existe entre z, y é a condicdo que define a borda da regido, i.e. x2+y? = 16, que reescrevemos

como ¢(z,y) = 2 +y*> — 16. Assim, consideramos

fe=Aps — 62 = A2z (%)
fy=Apy — 4dy—4= N2y (2%)
p=0 — :z:2+y2—16=0(3*)
Dai, de (%): 62 —2 Az =0 ..22(3—X)=0=x=00u A =3.

Seja x = 0. Substituindo em (3x) temos y = +4, o que nos da os pontos (0, +4).
Seja A = 3. De (2x) temos 4y — 4 = 6y .. y = —2. Substituindo este valor em (3x%) temos

INeste caso, reduz-se o problema ao caso anslogo do da determinacio dos extremos de uma funcdo de uma

variavel definida em um intervalo fechado.

10



22 +4—-16=0 .. 2 = +/12 o que nos d4 os pontos (£v/12, —2).

Considerando entao os pontos obtidos no inteiror e na borda da regiao temos entao por inspecao

f0,)= = -1
f0,4) = 17
F0,—4) = 49
f(V12,-2) = 53
f(—V12,-2) = 53

d’onde se conclui que
f(0,1) = —1 é o minimo absoluto de f no disco D
f(£v12,-2) = 53 é o maximo absoluto da f no disco D.

Problemas de maximizacao e minimizagao envolvendo fungoes de varias variaveis

e Exemplo: Encontre trés nimeros positivos cuja soma é 48 e cujo produto seja maximo.
Determine este produto.

Solucao.

Queremos determinar trés niimeros positivos z,y, z tal que x + y + z = 48 e que tenha produto
méaximo. Temos aqui um problema de maximizar a funcao f(z,y,z) = xyz sujeito a condigao
d(x,y,z) = xyz — 48.

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange aplicado ao caso de uma funcao de trés

varidveis, temos

fo=Xbs — yz=A(%)

fy=Apy — x2=X(2%)

f:=Xp. — xy= X (3%)
p=0 — zyz—48=0 (4%)

De (x) e (2%) temos, yz = xz .. y = x pois z > 0. De (2%) e (3%) zz = xy .. z = y pois z > 0.

Obtemos entao que x = y = z. De (4x%) segue-se entdo que 3z =48 -.x = 16, i.e. z =y = z = 16.

11
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