2 A LOGICA DEDUTIVA EO METODO AXIOMATICO

Como € que funciona 0 méodo axiomético? Para responder a esta pergunta,
precisamos fazer outra pergunta preliminar: Como provamos que algo € verdade, ou mais
geramente, como adquirimos conhecimentos (confiaveis)? Vamos ver aguns métodos,
exemplificando seu uso, seus pontos fortes e suas debilidades.

2.1 Experiéncia

A experiéncia, seja ela aleatéria’ ou planejada (tentativa ou pesquisa), € uma maneira
de adquirir conhecimentos. Batata frita com ketchup é bom ou ndo é? Tem que experimentar
para saber. Como foi que os homens primitivos acharam as verduras e cereais como trigo,
centelo e aveia? Sera que eles levaram amostras dos gréos até um laboratério para serem
analisadas para determinar se eram comestivels e nutritivas? Ou serd que alguém os
experimentou e achou bons e passou a comer e cultiva-los. Criangas aprendem com as suas
experiéncias todo dia, € aforma que elas mais usam para adquirir conhecimento.

A aquisicdo de conhecimento através da experiéncia tem limites: a possibilidade de
realizar ou ndo a experiéncia, ou até em imaginar que podia sequer experimentar tal coisa
Em 1920, se construia um exemplar de um avido novo e sO depois disto se fazia testes para
ver se voava e para determinar seu desempenho. Sera que a Boeing pretende gastar varias
centenas de milhGes de ddlares para construir, as cegas, uns trés ou quatro protétipos
diferentes para 0 seu novo 797 e ver qual tem o desempenho mais adequado? Neste caso a
experimentacdo serd muito cara e pouco recomendavel. Experiéncia é completamente indtil
para determinar a massa da lua ou o didmetro de um eléron. Esta metodologia depende
fundamentalmente de observagdes e do uso dos nossos ndo téo confiaveis sentidos, visdo,
audicdo, olfato, gosto e tato, parafornecer informagoes e estabel ecer verdades.

2.2 Autoridade

As vezes apelamos para uma autoridade para nos decretar a verdade. Sua méae dizia
que 6leo de figado de bacalhau era bom para vocé, e mamae sempre sabe 0 que € bom (mas
com um gosto insuportavel) paraos filhos. Todo dia seus professores Ihe informam sobre 0s
mais diversos assuntos e, de modo geral, vocé aceita estainformagdo como sendo verdadeira.
Afinal, seu professor conhece o0 assunto que ensina. A totalidade da informagdo do nosso
primeiro capitulo foi obtida apelando para as autoridades da histéria antiga. Certamente ndo
estavamos |4 para saber de experiéncia propria e ndo temos tempo, conhecimento ou material
para fazer nossas proprias pesquisas. Simplesmente acreditamos na competéncia destes
autores e aceitamos suas informacfes como a verdade. Este método é usado constantemente
nas ciéncias humanas e sociais. Ele serve até como embasamento para uma das &reas mais
ativas ha computacdo e engenharia de producéo, os chamadas sistemas especialistas.

Vimos exemplos dos problemas que podem ocorrer com esta metodologia no relato
sobre a China e a biblioteca de Alexandria no capitulo I. A confianca nas verdades
apresentadas numa obra é diretamente relacionada com a competéncia (nem sempre téo
competente) da autoridade. As vezes nem as melhores autoridades conseguem apresentar
uma histéria confiavel, simplesmente por que ndo ha dados suficientes para dar apoio a
qgualquer afirmacdo sobre o assunto. As crencas pessoais da autoridade, por mais que ela
tente evitar, sempre afetam seu pensamento e relato, especialmente quando faltam dados para
esclarecer definitivamente um assunto.

! dleatorio: que depende de aconteci mentos futuros, incertos; casual
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2.3 Revelacéo

Ha uma terceira metodologia, a revelacdo, reservada quase exclusivamente para as
verdades religiosas.

José sabia que Maria, apesar de gravida, era uma virgem porgque um anjo revelou
isto a ele num sonho. Deus apareceu para Moisés num arbusto em chamas e revelou seu
destino como o libertador dos judeus no Egito.

Na universidade, temos o hébito de desprezar a revelacdo. Dizemos ser uma
metodologia sem fundamentac&o e chamamos as verdades assim obtidas por crencas. Mas
serd que podemos julgar os fundamentos de uma metodologia de pensamento? Sabemos que
no Vaticano, revelagdo é uma metodologia bastante prestigiada de adquirir conhecimentos.
Também garantimos que muito mais homens morreram por causa de verdades (religiosas)
obtidas por revelacdo do que por causa de verdades mateméticas. Avisamos que aqui ndo é o
V aticano; esta disciplina se chama Geometria Euclidiana e ndo Teologia; conversas com anjos
nédo serdo levadas em conta.

2.4 Raciocinio

Chegamos ao raciocinio logico, a metodologia que pretendemos prestigiar. O
raciocinio |6gico é dividido em trés ramos principais, analogia, deducao e inducao®.

2.4.1 Raciocinio I ndutivo

Raciocinio indutivo comeca com uma série de casos particulares, dos quais
pretendemos induzir algum principio mais geral.

Os povos antigos notaram que o0 sol nascia toda manha no leste e se punha toda tarde
no oeste. Assim, induziam gque o sol sempre nasceria no leste.

Nas ciéncias fisicas e biolégicas, pesquisadores freqlentemente usam este método.
Pesquisadores notaram em centenas de experiéncias que um certo fungo mata bactérias
estreptococos, e induziram gue a penicilina servira como remédio contra pneumonia. Um
fisico tentou fabricar um cronémetro e estudou detalhadamente o comportamento de molas.
Dos resultados deste estudo temos a Lei de Hooke® paramolas.

Em resumo, o raciocinio indutivo € usado para tentar estabelecer verdades gerais a
partir de uma série de verdades especificas, obtidas geralmente por observacoes.

Este tipo de raciocinio as vezes consegue trazer ordem num assunto antes em total
desordem, mas ele tem um ponto fraco.
Observamos que as praias de Coqueiros, Cacupé, Saco Grande, Saco dos Limdes, de

2 analogia:....; inducdo: conclus3o; raciocinio em que, de fatos particulares, se tira uma conclusio genérica.

% Em 1660 Robert Hooke estabeleceu uma lei que relaciona a Forca Eléastica (Fel) com a deformag&o produzida
na mola que € a seguinte:" A intensidade da forca eléstica € proporcional a deformacédo causada por ela’.
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Fora e do Canto sdo poluidas e induzimos que todas as praias de Floriandpolis séo poluidas e
improprias para banhistas. Nossa conclusdo € falsa porque a praia de Campeche néo é
poluida. Veja que apontamos um fato para o qual os dados ndo sdo suficientes. Todas as
praias na lista de praias poluidas estéo na baia, e Campeche é praia de mar aberto. Ha uma
variavel nesta amostra de praias que ndo tinhamos percebido e ela impede que cheguemos a
uma conclusao t&o geral.

Induzimos, entdo, que todas as praias da baia sdo poluidas. Acontece que a praia do
Forte esta na baia e ndo esta poluida. Induzimos a lei de Hooke sobre molas e ela funciona;
induzimos aLei daPoluicdo e elando funciona. Socorro!

Aparentemente, 0 maximo que o raciocinio indutivo pode fornecer € uma teoria geral
com alto grau de probabilidade de estar correta.

Einstein sempre falava que as leis da relatividade vaerdo até o dia em que alguém
ache um contra-exempl o, exatamente como ele achou contra-exemplos as leis de Newton.

2.4.2 Analogia

As vezes, raciocinamos por analogia. Observamos uma situacdo semelhante aguela
que enfrentaremos e induzimos que o resultado sera 0 mesmo ou pelo menos semelhante.

Semestre passado, quase todos os alunos de geometria foram aprovados e vocé é téo
inteligente e esforcado gquanto eles; portanto, vocé também alcancara nota de aprovacao.
Hoje é um dia, ontem era um dia e amanha também ser4d. Um periodo de vinte e quatro
horas contiguas € igual a qualquer outro. Portanto, por analogia, 0 tempo amanha sera o
mesmo que hoje.

Raciocinio por analogia se baseia no principio que o universo e tudo dentre dele é
uniforme e que condi¢Oes iniciais semelhantes produzirdo resultados semelhantes. Este
raciocinio pode até funcionar as vezes, e certamente serve para nortear nosso raciocinio, na
falta de outros indicadores mais fortes. Infelizmente, sabemos que o universo ndo é uniforme
e que condicdes iniciais semelhantes ndo precisam produzir resultados semelhantes. Com o
desenvolvimento de modelos ndo lineares para fendmenos fisicos e 0 uso de recursos
computacionais, encontramos contradi¢cdes em toda parte. Encontramos tantas contradicoes
gue estamos desenvolvendo novas técnicas para lidar com elas, a geometria fractal e a teoria
do caos.

2.4.3 Raciocinio Dedutivo

Chegamos finalmente ao raciocinio dedutivo, a metodologia que nés usaremos par a
raciocinar. Se vocé quer provar que uma declaragdo®, cujo nome digamos sgja A, é
verdadeira, vocé precisa que mostrar que uma outra declaracdo, digamos B, é verdadeira e
gue A segue logicamente dela, ou sgja de B. Em resumo:

Se B é verdade entdo A é verdade.

Se ha duvidas sobre a veracidade da sua declaracdo B, vocé tem que mostrar que ela segue
de uma declaracdo C e que C segue de D e que D segue de E etc, até chegar em uma

* declaraco: afirmacao; explicacdo; manifesto



declaracdo que é aceita como verdadeira.
SEEentdoD . SeD entdo C. Se C entdo B. S B entéo A.

Quer dizer, o raciocinio l6gico dedutivo consiste em provar a veracidade de uma declaracéo
exclusivamente baseado na veracidade de outras declaracOes e 0 uso de regras de
inferéncia® bem delineadas.

Ha um problema muito grande neste esquema simplificado na forma como esta sendo
proposto!  Vocé podera ter uma tarefa ingrata e interminével de produzir cada vez mais
declaragtes que levem vocé a declaracdo desegjada, sO para ouvir: "Nao acredito nisso, nem
que sua declaracdo segue disso." Se ndo temos um ponto de partida e regras de transito
bem deterinadas, ndo iremos longe. Esta discussdo nos sugere que ha (pelo menos) duas
exigéncias para o bom funcionamento deste método de raciocinio dedutivo.

Exigéncia 1. Temos a certeza da veracidade de certas declaragbes chamadas de
premissas’ ou hipéteses (ou axiomas ou postulados).

Exigéncia 2. Concordamos no que diz respeito a como e quando uma declaracdo
segue logicamente de outra.

Mas nem estas exigéncias salvara vocé de uma sequéncia infinita de explicagdes. Ao
invés de implicar com a sua declaracdo, alguém comeca a implicar com as palavras que vc
usou. Ele diz que ndo aceita sua declaracdo porque néo entende o sentido de umadas palavras
dela. Se olharmos no dicionario a procura da palavra verde, vemos gque € uma combinacéo de
azul e amarelo.

Otimo!  Antes voceé tinha uma palavra problema e agora tem duas.

Vemos que azul é a cor do céu num dia sem nuvens e que amarelo é acor de ambar. Bom, o
gue é céu? Ah, é aguela coisa la em cima, e se esperamos um dia ou dois (ou vinte, em
agosto) 0 veremos sem nuvens para observar a cor que aparenta ter. Entendemos o que €
azul; entendiamos o que era azul antes e independentemente das nossas declaracBes! E o
amarelo - ambar? Continuamos no dicionario e descobrimos que ambar € uma substancia
resinosa fossilizada de cor amarela.

Joia: amarelo é a cor de algo que € da cor amarel 0!

N&o temos esperancas de definir as palavras que usaremos dentro do nosso sistema. Temos
que aceitar a linguagem comum, vocdbulo e gramética, e identificar certos termos ou
simbolos técnicos chamadas primitivos cujos significados ndo serdo o comum, mas aqueles
regulamentados pelos axiomas do sistema. Se ndo fizermos isto correremos o risco de ter
definigbes que dependem uma das outras ou sequéncias infinitas de explicagdes. 1sso nos
mostra a necessidade de mais uma exigéncia sobre a utilizacdo do método axiomatico.

Exigéncia 3. Para aplicar o raciocinio dedutivo temos que dominar bem a linguagem
comum (neste caso portugués) e escolher os termos primitivos.

® inferéncia: sindnimo de indugo
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Este processo de raciocinio 16gico dedutivo parece ser infalivel, e & Mas ainda falta
escolher as declaragOes iniciais que vamos supor verdadeiras. Vamos voltar um pouco a
discussdo dastais declaragcdesiniciais.

Todo o raciocinio dedutivo € baseado em conclusdes acancadas a partir de
declaracOes iniciais.

Se eu tivesse um milh&o de reais, compraria um carro importado. Tenho um milh&o
dereais. Portanto comprarei um carro importado.

Neste exemplo, a conclusdo segue inexoravelmente das premissas. Meu Unico
problema é satisfazer as premissas. Para estudar a geometria plana por via da légica dedutiva,
€ necessario escolher certas declaragdes que diremos ser verdadeiras (ndo precisaremos
mostrar que seguem de outras), antes de poder comecar a raciocinar. Estas declaracoes
iniciais sdo chamadas axiomas ou postulados. Assim, um sistema axiomético e o raciocinio
dedutivo estdo intimamente rel acionados um com outro.

Muito bem, precisamos de axiomas. De onde el es vém?

Voltemos a nossas consideragdes histéricas por um momento. Como vimos no
Capitulo |, Taes parece ter sido o primeiro matematico grego a Se preocupar com
demonstragbes dedutivas. Aparentemente, ele iniciou seus estudos com base nas suas
experiéncias com a matemética intuitiva’ egipcia. Quando chegamos a Euclides, vimos uma
geometria exclusivamente dedutiva, supostamente destituida de qualquer observacéo fisica ou
considerag&o intuitiva.

Para os gregos platbnicos, as coisas que observamos com nossos sentidos ndo sdo
verdadeiras. Elas sdo imagens distorcidas da verdade pelas imperfei ¢des dos nossos sentidos.
As Unicas verdades eram aquel as concebidas pela razéo.

Como exemplo, eles desprezavam o0 estudo da circunferéncia, porque ela era
simplesmente um desenho imperfeito no papel; o que merecia estudo era o conceito de
circularidade, umaidéia abstrata que pode ser tratada somente pela mente.

Se eles desprezavam a experiéncia, e se aldgica dedutiva ndo pode fazer coisa alguma
sem um ponto de partida, como era que eles comegcavam 0 estudo da geometria - de onde
vieram seus axiomas? Foi ai que fizeram uma espécie de pulo de gato e apelaram para a
revelacéo.

O método socréatico® de aprendizagem é um método onde o professor faz perguntas
simples ao aluno até este perceber por ele mesmo a solucéo do problema. Sicrates (e 0s
outros pensadores gregos) acreditava que a pessoa ja nascia com estes conhecimentos na
mente e que era necessario somente lembré-los.

Bem, supondo que Sdcrates tinha razdo, j& que temos estes conhecimentos trazidos
desde o nascimento, bastaria escolhermos alguns dos mais evidentes que todo mundo
reconhece sem estimulo externo como axiomas (e dai usarmos o raciocinio dedutivo para
alcancgar 0s outros).

Hoje em dia escolhemos os axiomas iniciais de uma teoria matematica de maneira




bem diferente, usamos nossa experiéncia, intuicao e percepcao.

No caso de vocés podem pensar no que aprenderam na
Geometria Quantitativa para imaginar como deve ser o plano.

Ali, adotamos algumas propriedades bastante simples e universalmente aceitas do plano como
axiomas. A partir destes axiomas e com o uso da |6gica dedutiva, tentamos decidir se outras
declaracfes ndo maistéo dbvias sdo, ou ndo, verdadeiras.

A geometria plana €, por definicdo, o conjunto de declaragdes verdadeiras que seguem destes
axiomas.

Assim, sGo os axiomas que definem a geometria e ndo a geometria que define os axiomas.

E claro que, se vocé visualiza um jogo, tipo futebol, por exemplo, vocé adotara regras
que sdo compativeis com sua visdo do jogo. Mas mesmo assim, o jogo de futebol é aquele
regulamentado pelasregras.

O mesmo acontece com a geometria. Escolhemos os axiomas conforme nossa visao do que
deveria ser um plano e se escolhermos mal teremos que refazer nossa escolha (ou aceitar que
a geometria ndo € o gue imagindvamos Nno inicio)

A partir do proximo capitulo iremos adotar um sistema de axiomas para a geometria
plana chamado de Axiomas de Hilbert. Mas antes disso, para iniciar-nos no estudo do
método axiomatico e ab mesmo tempo observar o desenvolvimento histérico vamos olhar
para um exemplo de um sistema axiomatico para 0 plano - uma versdo modernizada dos
Axiomas de Euclides,

Queremos aqui alertar vocé de que esta versdo que veremos a seguir possui algumas
deficiéncias nas definicdes e axiomas, e ndo tentaremos corrigi-las. Mas ndo se desespere, no
capitulo 111 com os Axiomas de Hilbert cuidaremos de todos os mais infimos detal hes.

**% Alunos de Geo Euclidiana 06.1 -> sigam para cap III *¥¥*

Entdo vamos ao Sistema “bolado” por Euclides. Neste sistema, ele tenta definir os
termos primitivos que sdo, entre outros:

ponto - sem largura ou comprimento, um lugar no plano e
reta - os caminhos em que os pontos s&o alinhados.

Os termos pertencer a ou passar por, e estar entre sdo usados como termos da
linguagem comum; ele nunca usou a palavra congruente. Notamos que as “definicdes’
acima pouco esclarecem a natureza do objeto que esta sendo definido. Neste momento é
preciso escolher os axiomas - verdades incontestaveis que servem para regulamentar o
comportamento destes termos e a inter-relacéo deles um com o outro. Euclides deu cinco
axiomas para a geometria plana. (s6 que ele os chamou de Postulados).

Axioma 1: Para cada ponto P e cada ponto Q, ndo igual a P, existe uma Unicaretar
tal quer passapor PeQ.

Definicdo: Dados dois pontos distintos A e B, 0 segmento AB € a colecdo gque consiste
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de A, B e todos os pontos que pertencem a reta que passa por A e B (que existe devido ao
Axioma 1) e estdo entre A e B. Os pontos A e B sdo chamados de pontos extremos do
segmento.

Conforme nosso desenho vimos um exemplo do que significa que o ponto C esta entre
Segmerto AB
¥
cC

A eB.

]
L

Reta AB

Axioma 2: Para cada segmento AB e para cada segmento CD, existe um Unico ponto
E tal que B estaentre A e E e CD é congruente’ a BE.

Este axioma pode ser expresso sem formalidades de outro modo, menos preciso mas
mais natural: dados dois segmentos, um segmento de "comprimento” igual ao primeiro pode
ser "colado" ao lado do segundo.

rl"".

O segmento CD pode se levado da
sua posicdo original para ser
posicionado ao lado do segmento AB,
formando um novo segmento BE.
onde A. B e E estdo na mesma reta.

» =
» 0
F s




Para enunciar o terceiro axioma precisamos de mais uma definicdo. Este terceiro
axioma, tendo em vista as idéias da teoria de conjuntos, poderia ser dispensado e substituido
pela propria definicdo. Manteremos o axioma por razfes historicas. na geometria classica,
dizer que um objeto geométrico existia era equivalente a dizer que se podia desenha-lo com
régua e compasso.

Definicdo: Dados dois pontos distintos A e O, o lugar geométrico de todos os pontos
P tais que o0 segmento OP é congruente ao segmento OA é chamado de circunferéncia com
centro O. Cada um dos segmentos OP é chamado deraio.
<ABRIR QUADRO-DESTAQUE>

Axioma 3: Para cada ponto O e para cada ponto A ndo igual a O, existe uma
circunferénciacom centro O eraio OA.
<FECHAR QUADRO-DESTAQUE>

A seguir apresentamos as trés definicoes. semi-reta, semi-retas opostas e angulo.

Definicdo: A semi-reta é congtituida dos pontos da reta AB gue pertencem ao
segmento AB ed&)ﬁ pontos C dareta AB tais que B %tufi. entre A e C. Além disso, diz-se
gueasemi-reta AB seoriginaem A efaz partedareta AB.

Definicdo: Semi-retas AB e XC": S80 opostas se elas sdo distintas, se elas se originam
do mesmo ponto A e se fazem parte damesmareta AB = AC.

Deflnlgao Um angulo com vértice A é um ponto A juntamente com duas semi-retas
ndo opostas AB e AC emanado de A chamadas os lados do angulo.

Notamos que esta definicao nao permite angulos de 0° nem angulos maiores ou
iguais a 180°. Usase a notacao [JA, [IBAC ou 0O CAB para denotar este angulo. Vamos
continuar as definicoes em busca do préoximo axioma parecido com o que Euclides escol heu,
que se referiaaum angulo reto.

Definicao: Se dois angulos [IBAD e [JCAD tém um lado AD em comum e 0s outros

doislados AB e AC formam semi-retas opostas, os angulos sdo suplementos um do outro ou
sa80 chamados angul os suplementares.

Definicdo: Um angulo é chamado angulo reto se ele tem um angulo suplementar que
€ congruente aele.

Axioma 4: Todos os angulos retos sdo congruentes.
Estamos prontos para enunciar o Ultimo e quinto axioma, o axioma das paraléelas,
salvo por um pegueno detal he:

O que significa paralela?

Ha duas propriedades freqlentemente associadas com paraelas: ndo se cruzar e ser
equidistantes. Como queremos um sistema axiomatico, temos que escolher ou uma ou outra

8



propriedade; podemos tentar manter as duas, provando que as duas sao equivalentes, mas néo
conseguiremos! Este problema das paralelas deu muita dor de cabega aos gedmetras. Muitos
pensaram que ndo havia necessidade de um axioma sobre paralelas, que poderia ser provado
dos outros. N&o pode. Aparentemente o proprio Euclides ndo gostou muito dele; adiou e
limitou seu uso 0 maximo possivel. Apresentamos a seguir uma variante do axioma de
Euclides, um que é mais simples na sua estrutura, mas logicamente equivaente a aguele
usado por Euclides.

Definicdo: Duas retas sdo paraelas se elas ndo se cruzam (ndo tém um ponto em
comum).

Note que ndo dizemos coisa alguma sobre as retas serem equidistantes ou ndo, nem
pretendemos dizer, pelo menos por enquanto. Faremos como os politicos, tomamos uma
posicdo firme - bem em cima do muro.

Axioma 5 (das Paralelas de Euclides): Para cada reta | e cada ponto P que ndo
pertence al, existe uma Unicaretam que passa por P e é pardelaal. (Nareaidade, este éum
teorema nos Elementos e deve ser chamado o Axioma das Paralelas de Playfair™® que o
apresentou como um substituto parao original de Euclides.)

Notamos que este axioma € bem diferente dos outros quatro. Os dois primeiros
axiomas sdo abstracOes de atividades de desenho com |8pis e régua. O terceiro € nada mais
que dizer que podemos girar 0 braco do compasso com o |8pis ao redor do seu braco fixo -
mais uma abstracéo de nossas experiéncias com desenho. O quarto € um exercicio no uso do
transferidor, com um Unico angulo marcado. O quinto axioma fala sobre o comportamento
global de reta, quer dizer o que (ndo) faz quando vai ao infinito (sgjala o que é iss0). O
primeiro axioma se refere a uma reta infinita, mas, basicamente, ele usa o desenho de um
pedaco da reta e a idéia de estendé-la para sempre. N&o ha qualquer exigéncia sobre seu
comportamento longe do ponto. No quinto axioma, ha uma exigéncia deste tipo. Este fato
traz um problema prético. Como podemos provar que duas retas sdo paralelas? Teremos que
mostrar que elas nunca se encontram? Como faremos isso? Serd necessario desenvolver
técnicas de raciocinio indiretas que usam outros critérios além do uso direto da definicéo
para esta verificagao.

2.5 Logica Informal

Temos nossos termos primitivos e nossos axiomas, mas ndo identificamos ainda
como usé&-los em argumentos | 6gicos para provar outr as declar acdes.

Estamos na situacéo da pessoa que diz saber jogar xadrez porgue sabe 0s homes das
pecas e suas posi¢des inicias no tabuleiro. Sabemos montar o jogo mas ndo movimentar as
pecas. Esta analogia de matematica axiomatica e umjogo de xadrez € muito fiel a realidade
da situacdo. Podemos querer colocar uma torre nossa huma certa casa para atacar o rei
inimigo, bem como reposicionar um cavalo para consolidar nossa propria defesa. Neste
momento, NOSso oponente gritard bravamente e chamard o juiz, que nos advertira por ter
feito uma jogada ilegal.

Sua situacdo no sistema axiomatico é exatamente a mesma; vocé conhece certos fatos (tem
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suas pecas numa certa disposicdo) e quer afirmar que outra declaracdo € verdade (quer
chegar a outra configuragdo). Somente pode fazer isso se agir dentro dos padrbes
estabel ecidos pelas regras do jogo, movimentando uma peca de vez. Muito bem, quais séo
€sSas regras e porque sdo essas e ndo outras?

Em joguinhos de futebol 14 no interior, longe daqui, € comum os juizes apitarem e
marcarem faltas dificeis de serem identificadas quando o time visitante est4 atacando o gol
do time da casa. Foi-nos dito que o juiz tinha marcado uma falta muita grave, chamada
perigo de gol. N&o conseguimos achar esta falta em lugar algum das regras da FIFA, mas
nos disseram que é uma regra indispensavel para a boa satde do juiz

Claro, isto ndo acontece aqui N0 NOSSO curso. Aqui jogamos pelas regras, mesmo que o time
da casa perca e a torcida reclame. Quer dizer, ndo podemos criar regras no meio do jogo.
Isto nos indica mais uma exigéncia do nosso método axiomatico.

Exigéncia 4: Nenhum fato externo ao método pode ser utilizado na demonstracao de
uma declaracéo.

O objetivo de listar termos primitivos e axiomas € de deixar claro as regras do jogo.
Todo mundo conhece e joga pelas mesmas regras.

Um time pode pressionar umjuiz e forca-lo a marcar um perigo de gol para se salvar
de umas pedradas da torcida, mas este time ndo mais esta jogando futebol; esté jogando
Intimidac&o.

2.6 Teoremas e Demonstragoes
O que € um teorema?

Um teorema nada mais € que uma frase declarativa que é verdadeira.

Em sistemas |6gicos como este que estamos construindo, é comum exigir que esta declaracéo
verdadeira possa ser provada usando somente as regras, 0S axiomas € 0s teoremas ja
conhecidos do sistema. Esta Ultima exigéncia faz sentido, porque elimina do rol dos teoremas
e declaragdes verdadeiras que somente podem ser comprovadas usando métodos que nédo
pertencem ao Nosso sistema e, portanto, sem interesse para nos (vegjaaexigéncia4). Todos 0s
teoremas (com raras excegdes) de um sistema dedutivo séo do tipo

SE [ hipétese] ENTAO [ conclusdo].

As vezes um teorema esta escrito em outra forma, mas ele geramente pode ser
transformado em uma frase destaforma. Por exemplo o teorema

Lados opostos de um paralel ogramo tem comprimentos iguais
ndo tem aforma“se... entéo ...” mas pode ser transformado na frase:
Se A e B séo lados opostos de um paralelogramo, entdo A e B tem comprimentos iguais.

que tem aforma desgjada. H& excegdes a esta regra. Ocasionalmente encontramos teoremas
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com aforma
[uma declaracdo] SE E SOMENTE SE [outra declaracdo].

Apesar de aparentar ser uma excegdo, no fundo, ndo é Na prética, esta frase €
transformada em duas frases da forma padréo:

Se [uma declaracdo] entdo [outra declaracdo]. Se [outra declaracdo] entédo [uma
declaracéo] .

Uma frase do primeiro tipo € chamado frase condicional e uma do segundo tipo de
bicondicional. Assim uma frase bicondicional hada mais € que duas frases do tipo padréo,
quer dizer, condicionais.

Estas frases sdo chamadas condicionais porgue elas afirmam que algo (a conclusio) €
verdadeira sob a condigdo que outra (a hipétese) sgja verdadeira E fundamental a
identificagdo tanto da hipdtese como da conclusio (ou tese) e sem confundir qual é qual.

Para facilitar esta identificacdo de hipotese e tese, bem como estimular uma maior
precisdo nas demonstracfes dos teoremas, vocé devera escrever folhas demonstrativas para
listar e assindlar claramente os componentes do teorema e sua demonstragdo. No fim deste
capitulo haum exemplar explicativo destafolha, olhe-a atentamente.

Ha outro tipo de frase ndo condicional. Considere afrase

Ana fica bonita quando ela se veste bem.

Neste frase temos uma hipétese ou pré-condicdo e uma tese ou conclusdo. Trocando a
ordem das afirmacdes nafrase ficamais claro o que é hipotese e 0 que é tese:

Quando Ana se veste bem ela fica bonita.
Agoraficafacil transformar paraaforma“se ... entdo ...”:
Se Ana se veste bem entdo ela fica bonita
Considere agora afrase
Ana é inteligente.

Nesta frase as coisas sa0 bem diferentes. Ana pode ser feia quando ela usa aquelas roupas
manchadas e rasgadas que elatem em casa; sO afirmamos que el a fica bonita quando usa uma
roupa melhor. Na segunda frase, dizemos que Ana € inteligente em roupa €l egante, em roupa
suja, em qualquer circunstancia. A inteligéncia da Ana ndo depende de nenhuma
precondi¢cdo. Neste caso dizemos que a hipétese € vazia ou que ndo ha hipdtese.

Que tipo de justificativa podemos oferecer nas folhas demonstrativas? Podemos
classificar estas justificativas em seis categorias gerais, cinco das quais ja explicitamos. Estas
categorias séo:

1. por hipétese - cada demonstracéo comega com a hipétese (e termina com a tese -
pelo menos quase todas);

2. por axioma;

3. por teorema - um gue foi provado anteriormente (portanto a conveniéncia de té-los
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enumerados);

4. por definicdo - ndo esgueca que vocé tem que dizer qual axioma, teorema ou
definicéo;

5. devido a tal afirmacdo anterior nesta mesma demonstracéo - ndo pode usar
passos de demonstragdes de outros teoremas,

6. por regraou argumento da |6gica.

Esta na hora de ver o que temos nesta sexta categoria. Este serd nosso Ultimo trabalho
preliminar antes de comecgar o estudo da geometria, que serano Capitulo I11.

2.7 AsregrasdeLdgica ou os Argumentos L 6gicos

Devemos distinguir entre teor emas e argumentos. Teoremas s&0 declaragdes sobre o
assunto em estudo, que nNo NOSSO caso € a geometria plana.  Argumentos sdo processos de
raciocinio 16gico que usamos para decidir se uma declaracdo €, ou ndo, verdadeira. Por ser
um processo, argumentos ndo podem ser verdadeiros ou falsos - eles sdo validos ou ndo
validos.

2.7.1 Osargumentos validos

Pensemos um momento numa linha de montagem e o produto sendo montado. O
produto € nossa declaracdo e a linha de montagem o nosso argumento. Nunca perguntamos
se o produto, digamos uma boneca, € eficiente ou econdmica porgue ndo sdo qualidades de
bonecas. O mesmo acontece com argumentos e teoremas. A tentativa de misturar as coisas
pode causar muita confusdo que devemos tentar evitar.

Nosso objetivo é identificar processos |0gicos que sdo validos e podem ser usados em
argumentos validos.

Apresentamos a seguir quatro exemplos para tentar mostrar a diferenca entre
argumentos validos e conclusdes verdadeiras. Considere o argumento:

Todos os fil6sofo permanecem solteiros a vida inteira.
Henrique VIII da Inglaterra foi um filésofo.
Portanto, Henrique V111 permaneceu solteiro a vida inteira.

Afirmo que este argumento € valido (e veremos a seguir por qué). Entretanto sua
conclusdo é tragicamente falsa, como os espiritos de vérias das seis esposas oficiais de
Henrique VIII podem atestar. Nosso argumento € vaido, mas (pelo menos) uma das
declaractes usadas nele é falsa.

Como € o teor deste processo? Lembre-se de olhar para 0 processo e ndo para o
produto - as frases especificas.

Todo x tem propriedade P.
B éumx.
Portanto B tem propriedade P.

Vamos repetir o argumento, mas com frases diferentes.

Todos os fil 6sofos permanecem solteiros a vida inteira.
12



James Bunachan foi um fil ésofo.
Portanto, Platdo permaneceu solteiro a vida inteira.

Neste caso 0 argumento € valido e a conclusdo é verdadeira, mas o argumento nao prova a
conclusdo. Acontece que James Buchanan ndo era filésofo, mas, sim, um dos piores
Presidentes que os Estados Unidos jateve.

Repetimos mais uma vez.

Todos os poodles tém cabel os encaracolados.
Freeway é um poodle.
Freeway tem cabel o encaracolado.

Continuamos com 0 mesmo argumento, mas neste exemplo todas as premissas séo
verdadeiras e a conclusdo também €. Podemos dizer que este argumento serve para provar
gue Freaeway tem cabel o encaracol ado.

Olhemos para outro argumento.

Todos os comunistas repudiam discriminacgéo racial.
Martin Luther King repudiava discriminacéo racial.
Portanto, Martin Luther King era um comunista.

Os pressupostos deste argumento sdo verdadeiros mas a conclusdo é falsa.
Acontece que este argumento ndo é valido. Olhamos para outro exemplo deste argumento.

Todos os comunistas repudiam discriminagéo racial.
Fidel Castro repudia discriminacdo racial.
Portanto, Castro € um comunista.

Neste momento, temos 0s pressupostos verdadeiros e, milagrosamente, a conclusdo
também é verdadeira. Entretanto, 0 argumento continua nao valido. Acontece gque, por
mera coincidéncia, escolhemos uma pessoa que repudia racismo e € comunista.

Tarefa: Dizemos que 0 argumento acima ndo é vaido. Por que? Quando podemos
afirmar que um argumento € vaido?

Fica claro que para “provar” uma conclusdo, temos que iniciar com pressupostos
verdadeiros e usar argumentos vaidos. Estamos, portanto com dois problemas: decidir se as
frases iniciais sdo verdadeiras (como?) e ter certeza que nossos argumentos sdo validos -
sgalao que é isto. Discutiremos a seguir uma lista de regras de l6gica que nos permitirao
construir argumentos validos e testar a veracidade de umafrase.

2.7.2 As Demonstracdes

A demonstragdo de um teorema € tudo gque escrevemos para conseguir convencer o
leitor que uma vez que assumimos a hipétese conseguimos concluir a tese do teorema.
Existem demonstracdes diferentes para um mesmo teorema. Podem ser longas ou curtas. Mas
corretas ou erradas todas procuram seguir os principios do método axiomatico, as exigéncias
1, 2, 3 e 4 que ja mencionamos.

As demonstragdes se dividem em dois tipos gerais (cada um podendo ainda ser
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subdividido, mas ndo o faremos neste momento): as demonstragbes diretas e as
demonstractes indiretas. As diretas sdo mais freqientes. O esguema gera € de comecar
com a hipétese e dela concluir algo novo; usar isto para concluir outra coisa e assim por
diante até concluir atese.

Um exemplo seria uma demonstracdo de:

Seaebsdointeiros pares, entdo a soma a+b épar.
Uma demonstracéo direta poderia ser:

Como a e b sdo pares (por hipbtese), existeminteiros x ey taisque a=2x e b=2y. Assim,
a+b=2x+2y=2(x+y) éuminteiro par.

Comecamos com a hipétese e terminamos com a tese. (Fomos “diretos’ da hipotese em
direcdo a tese). Na légica formal, este tipo de argumentacdo € chamada uma aplicacdo do
Teorema da Deducdo - para provar que umafrase condicional é verdadeira, pode-se assumir
sua hipoétese e, com isso, provar suatese. Assim temos a hossa primeiraregralégicavéida.

RegradelLdgical: Paraprovar umafrase condicional, € permitido assumir sua hipétese e
provar sua tese.

Observe que usando a regra légica 1 conseguimos provar que a frase condicional é
verdadeira, mas ndo a conclusdo da frase isoladamente. Assim é natura perguntar como
podemos provar que atese é verdadeira.

Bem, € natural perguntar como conquistar namoradas(os), mas nem por isso arriscamos a
dar palpite.

No caso de compor uma demonstracéo, as opgdes e incertezas sdo iguamente diversas.
Entretanto, muitos argumentos usam variantes da seguinte estratégia:
Tentamos achar um teorema j& provado da forma A implica em T onde sabemos que A é uma
declaracdo que sabemos ser verdadeirae T € atese gue temos. Neste momento aceitamos que
T tem que ser verdadeira porque € consequiéncia de algo verdadeiro. Este tipo de processo €
chamado de Regra de Inferéncia (é a Gnica gue usaremos nha nossa | 6gica).

Isto deixa um pouco mais claro porque quase todos 0s teoremas s&0 apresentados na forma se
A entdo B. Estaregrade inferénciaem especia € chamada de modus ponens. Temos assim a

Regra de L 6gica 2: (modus ponens ou regra de separacéo) Se A e Se A entdo B sdo
verdadeiras entéo B é verdadeira.

As vezes este tipo de assdto frontal como visto no exemplo de uma demonstracio
diretando é conveniente. Considere a seguinte declaracdo (ndo matemética)

Se uma pessoa pular dentro de um tanque de agua fervendo, €la se queimara.

Uma demonstracdo direta seria se colocéa-la numa situacdo na qual a hipétese esteja satisfeita
e verificar se atese €, ou ndo, satisfeita. Nao sabemos de vocés, mas nés ndo pretendemos
pular, de livre e esponténea vontade, dentro de um tanque de adgua fervendo.

Para examinar a forma de uma demonstracédo indireta, temos que entender bem
como funciona uma frase condicional. Para isso devemos regredir ainda mais e examinar o
gue significa frase verdadeira e frase falsa. Para comecar, devemos concordar que uma
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frase ndo pode ser verdadeira e falsa a0 mesmo tempo. Para ser verdadeira ou falsa, uma
frase tem que expressar um fato; comandos (Corre!), perguntas (Vocé esta4 acordado?) e
locucbes incompletos (No fundo do mar) ndo expressam fatos e portanto ndo sdo nem
verdadeiras nem fasas. Somos, portanto, limitados as frases declarativas. Toda frase
declarativa € verdadeira ou falsa? A resposta € ndo (veja Exercicio 2). Assim temos que ter
muito cuidado com a construgdo das nossas frases.

Utilizaremos, inicialmente, somente um tipo de demonstracdo indireta chamada
demonstracéo por absurdo ou se quiser impressionar 0s outros, reductio ad absurdum.
Queremos provar que a declaracdo Se A entéo B é verdade. Tanto na demonstracéo direta,
guanto na indireta, comegamos com alguns pressupostos e raciocinamos numa tentativa de
concluir que B é verdadeira.

De repente deparamos com uma frase falsa. Mas como!

Modus ponens afirma que dado P e P implica em Q sfo verdadeiras, entdo Q é obrigado a

ser verdadeira. Quer dizer, se comegamos com pressupostos verdadeiros e raciocinamos
corretamente, sO podemos produzir frases verdadeiras. E de repente aparece uma concluséo
fasa. Como foi dito, 1 - se comecamos com frases verdadeiras e 2 - raciocinamos
corretamente, ndo podemos produzir umafrase fal sal

Masla esta ela. Como chegou? Fizemos algo errado!

SO fizemos duas coisas, 1 - comegamos com umas frases supostamente verdadeiras e 2 —
raciocinamos com argumentos validos; portanto,

ou um dos nossos pressupostos era falsa ou pisamos na bola no nosso raciocinio.

Verificamos o raciocinio e concluimos que esta correto. A Unica opgcdo € que nés nos
enganamos e pegamos uma frase falsa como pressuposto. Temos, deste modo, um modelo
para uma demonstracdo por absurdo.

Uma demonstracdo por absurdo comeca assumindo a hip6tese do teorema. Em
seguida assumimos a negacdo da tese. Tudo segue como numa demonstragdo direta, até
chegarmos numa declaracéo que sabemos ser falsa. Anunciamos que a declaracdo € falsa e
justificamos porque sabemos que é falsa. Assim um dos nossos pressupostos esta errado.
Como os pressupostos sao somente a hipotese e a negacdo da tese e a hipdtese néo é falsa,
deve ser a negacdo da tese. Assim, anunciamos que a tese é verdadeira, com justificativa
que a negacdo datese leva a declaragdes absurdas.

O esguema das folhas para demonstraces facilita a verificacdo da validade do nosso
raciocinio. Na primeira e segunda linhas coloque a hip6tese do teorema e a negacéo da tese.
Esta afirmacdo sera justificada dizendo que € uma hipotese auxiliar do DPA (Demonstracéo
por Absurdo). (A ordem destas duas afirmactes pode ser invertida. De fato, ndo é obrigatério
colocar a negaco da tese t3o cedo. E conveniente colocé-la jana primeira ou segunda linha,
parainformar o leitor que pretende construir uma demonstracéo por absurdo.) Segue-se como
numa demonstracdo direta até chegarmos numa declaraco que sabemos ser falsa. Pronto! A
demonstracdo esta concluida. Para encurtar a notagdo, vocés podem simplesmente escrever
CMDPA (comprovada pelo método de demonstragdo por absurdo).

Um exemplo de um teorema que se demonstra por absurdo é

N&o ha nimero racional x tal quex® =2.
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(Reformulando na forma se..., entdo..., temos. Se x € um ndmero racional, entdo x°
nao €2.)

Uma demonstracéo pode seguir estalinha. Sgia x um nimero raciona (confirmamos
a hipétese) com x* =2 (negamos a tese). Como X € racional, x pode ser escrito como um

2
quociente de dois inteiros % , primosentresi. De (%) =2, obtemos a* = 2b*. Sendo que 2

divide 2b’, ele divide a® e por consegiiénciaa. Assim a é daforma 2c e temos 4¢” = 2b?,
ou que implica que 2c® =b*. Repetindo o processo, concluimos que dois divide b. Masaeb
S80 primos entre si e ndo podem ter divisor comum n&o trivial. Chegamos a uma declaracéo
falsa. Portanto x* ndo é 2.

Considerando a discussdo acima, estamos aptos a anunciar formalmente uma nova
regrade |6gica

Regra de Logica 3: Para provar a declaragdo Se A entdo B, é permitido assumir
temporariamente que a negacéo da tese B é verdadeira e usar a hipotese A para deduzir uma
declaragdo falsa. Feito isto, € permitido afirmar que a declaragdo foi provada por
contradicao.

2.7.3 A Negacéo
Nesta regra l6gica 3 vemos a palavra negacdo. Vamos examinar o processo |égico de
negar uma declaracdo. Inicialmente vamos olhar para alguns exemplos, os dois exemplos

contidos nas demonstragfes acima:

Se quisermos negar gque um inteiro € par, dizemos que é impar. Se quisermos dizer que um
numero real ndo é racional, dizemos que €éirracional.

Estes exemplos nos levam a negar a frase Ela é uma menina com a frase Ela € uma velha
ancid. Coitadas de Cintiae Carla. Elas ja passaram por seus dezoito aninhos e ndo sdo mais
meninas. Quem serd o indelicado que as informara que so velhas ancids? Que histériamais
absurda estal

Temos que ter cuidado quando negamos uma frase. Se temos uma frase, digamos
Hoje é domingo, e queremos negé-la, temos que dizer

N&o é o caso que hoje é domingo ou Hoje ndo é domingo.

A negacdo da frase foi efetivada através do verbo e ndo dos complementos predicais como
par, racional ou velha

Quem disse que pode ser bom de matematica sem ser competente em linguas mentiul
Narealidade, a negacéo corretade

X € par ndo €x éimpar e, Sim, X nao é par.
A negacdo de Hoje € domingo é Hoje n&o é domingo e ndo Hoje é sdbado. E verdade que se

hoje & sadbado entdo hoje ndo pode ser domingo, mas néo faga as frases negacbes uma das
outras; isso SO faz elas serem incompativels.
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O que fariamos com Hoje € segunda feira? Temos o héabito de negar frases usando
complementos como par/impar, racional/irracional e dependente/independente etc porque eles
subdividem uma classe em duas subclasses diguntas. Por exemplo, um inteiro ou € par ou é
impar e ndo as duas coisas ab mesmo tempo. Portanto, dizer que um inteiro ndo par é a
mesma coisa que dizer que € impar. No caso de domingo/sabado e menina/ancia, ndo temos
uma classificagdo completa dos dias ou das mulheres, h& outras possibilidades para dias da
semanaou de idade.

Mora da histéria: negar frases simples pelo verbo sempre da bom resultado, enquanto negar
pelo complemento predical pode dar confusdo.

Agora que sabemos que a negacdo de uma declaracdo simples é feita pondo um n&o no
verbo, o que nos impede de fazer uma dupla negac&o e colocar dois ndo’s no verbo? N&o néo
irei. OusgaNao éo casoquendoirei. Que maneiramais estranha de faar.

Vamos trocar a linguagem um pouco. Para negar a frase Eu compareci na aula,
usaremos um verbo diferente sem usar a palavra ndo. Eu faltei na aula. Faltar claramente
significa ndo comparecer. Portanto, se negamos de novo, diremos, Eu ndo faltei na aula, o
que significa que compareci aaula. Em outras palavras dizer Eu ndo faltei na aula é amesma
coisa de dizer Eu compareci na aula. Nao € o caso que ndo estou aqui significa, nada mais
nada menos, que eu estou agui. Assim, se negamos a negacao de uma declaracdo, estamos
afirmando a declaracdo. Como queremos trabalhar com um sistema légico “fechado” onde
as regras sao bem definidas, estaidéainformal tera que ser transformada numa regra da nossa
l6gica. Antes disso, € conveniente introduzir a notacdo ~A para representar a negacdo da frase
A

Regra L égica4: SeD é uma declaracéo entdo ~(~D) tem o mesmo significado que D
podendo-se substituir uma pela outra em qualquer afirmacéo dentro de uma demonstracéo.

2.7.4 AsConjuncdes

As vezes nés temos duas ou mais declaragdes A, B, C,... e queremos dizer que vérias
delas sdo verdadeiras a0 mesmo tempo. Por exemplo, podemos querer dizer que:

uma bola de futebol é esférica e que uma bola de futebol é feita de couro; geramente
juntamos esta frase e dizemos que uma bola de futebol € esférica e feita de couro.

Isto significa que exigimos da nossa bola pelo menos duas coisas. ser redonda e de couro.
Este processo de juntar frases, querendo exigir a veracidade de cada uma delas é chamado
CONJUNCAO de frases e seu funcionamento é exatamente aguel e que usamos na linguagem
comum. A conjuncdo de A e B sera denotada por A e B. Dizemos que aletraE entreo A eo
B é um conectivo'. Algumas pessoas usam A [ B; para que introduzir um simbolo
complicado para substituir uma simples letrinha?

Vamos agora estudar a negacdo de uma frase condicional. Para isso vamos analisar
com cuidado o significado de uma frase condicional.
Dizemos que Se A entéo B é verdadeira se B é verdadeira sempre que A é verdadeira.
Numa demonstracéo direta, vocé assume que A é verdadeira e prova que B também é. Entéo
terd provado que afrase condicional, Se A entdo B, é verdadeira.
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Suponha agora que alguém |he apresente uma declaracéo deste tipo, Se A entdo B, e pergunta
se é verdadeira ou ndo. Se vocé responde que é, vocé tera que provar que € como dissemos
acima. Mas se vocé disser que ndo € verdadeira, 0 que fara para justificar sua descrenca da
veracidade?

Uma declaragdo condicional € como um mecanismo, que cada vez que é alimentado
com uma frase verdadeira A produz uma frase verdadeira B. Se vocé adega que o
“mecanismo” ndo funciona perfeitamente, isto significa que de vez em quando o mecanismo
recebe uma frase verdadeira A e produz uma frase falsa B. Se B € falsa, sua negacdo, ~B, é
verdadeira. Portanto podemos concluir que negar a frase Se A entdo B € a mesma coisa que
dizer que A é verdadeira e B falsa, ou sgja, que A e ~B sdo verdadeiras.

Para facilitar a notacdo sobre os aspectos formais da estrutura légica, precisamos
introduzir mais uma notagdo. O simbolo A = B, diz-se A implica B, sera usado para denotar
S Aentéo B.

Temos assim a seguinte regra,
RegradelLdgica5: A declaracdo ~(H=T) tem o mesmo significado que H e ~T.

Naldgica e na linguagem comum, encontramos outro tipo de conectivo entre frases, o
conectivo OU, quer dizer, a DISJUNCAO. Todo cuidado € pouco porque o uso de ou na
matemética ndo coincide com seu uso coloquial *2.

Se alguém perguntar a vocés “ Vocé é homem ou mulher?” o que responderia? Jodo
responderia que € homem e Maria que é mulher. Carolina e José, que conhecem melhor as
regras da logica, dardo respostas iguais - “ Somos sim”. Como € que eles chegaram a esta
resposta?

Na linguagem comum a palavra ou é usada para denotar uma escolha entre duas
opcdes. € brasileiro ou estrangeiro? € azul ou laranja? é aberto ou fechado? Quer dizer
devemos escolher entre uma ou outra das coisas. Esta concepcdo da palavra ou é a mais
usada na linguagem comum, mas tem seus problemas.

O que vocé faz com a seguinte frase: Santa Catarina é um estado do sul do Brasil ou
Natal cai no dia 25 de dezembro. Qual vai escolher? Muda-se a data do Natal ou enviamos
Santa Catarina para o norte do Brasil? Vocé se defende dizendo que, devido ao contexto das
frases, nunca faria esta diguncéo.

Sera que na matematica vocé tem conhecimento de anteméo do contexto das frases?
Pode acontecer (e n&o poucas vezes) que nao.

Na matematica damos um unico significado a disuncdo. Dizer que a disuncdo de
duas frases € verdadeira é a mesma coisa gque dizer que, pelo menos, uma delas (ou as duas) €
verdadeira

Assim frases como vocé é homem ou vocé é mulher e Brasil € pais sul americano ou
Natal cai no dia 25 de dezembro sdo simplesmente exemplos de frases verdadeiras. Na
primeira uma das partes serd sempre verdadeira e na segunda ambas sdo verdadeiras. Se
VOCEs pensarem bem sobre o uso de “ou” nalinguagem comum, vocés encontrarédo momentos
(poucos e infrequentes que sgjam) onde se usa“ou” neste sentido diferente.

Se estamos introduzindo este sistema axiomético para eliminar imprecisdes no N0Sso
desenvolvimento da geometria, ndo podemos ter davidas a respeito do uso de uma palavra
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Vamos ignorar o uso de “ou” para designar escolha e aceitar somente o uso “matematico”
mencionado no inicio deste paragrafo.

Vocé pode se perguntar porque 0s matematicos escolheram este uso de “ou”. Vamos
justificar nosso uso de “ou” com o seguinte argumento. Concordamos com significado da
seguinte declaracéo:

Para ser uma bola de futebol, um objeto tem que ter a forma esférica e para ser uma
bola de futebol um objeto tem que ser feito de couro.

Suponha que vocé quer trazer algo que ndo € umabolade futebol. Que tipo de cuidados deve
ter com seu objeto para ter certeza que néo € uma bola? Isto é, quais coisas deve verificar
para afirmar que a exigéncia acima ndo é satisfeita para seu objeto? (Uma peguena
observacdo: falamos no singular, “a exigéncia’, porque a conjuncdo das duas exigéncias
produz uma s6 que engloba as duas. “ Dois e dois [no sentido de soma] é quatro” e ndo “ sdo
quatro”. 2+ 2 é mais que um numero para ser usado no plural?)

A idéia da conjuncdo de frases é de colocar as exigéncias de cada fator em cadeia,
uma atras da outra, como os €l os numa corrente, e formar uma frase nova gque é verdadeira se
e somente se cada fator da conjuncdo € verdadeira. A conjuncdo deixa de ser verdadeira
guando pelo menos um dos seus fatores € fal so.

Lembra-se do ditado popular: “a corrente € tdo forte quanto seu elo mais fraco” .
Basta quebrar um elo (fator da conjuncéo) que a corrente (frase conjuncéo) quebra (€ falsa).

Assim, se A é falsa concordamos que A e B é fasa. Também, se B é fasa,
concordamos que A e B éfalsa. Quer dizer A e B é falsa se um dos seus fatores ou A ou B €
falso. (Mordeu aisca? Cuidado porque dentro da isca tem um enorme anzol que usaremos
paralhefisgar.)

Retornando ao problema da bola de futebol, de repente vocé encontra um cubo de ago
e pergunta se é uma bola de futebol. E claro que vocé quer dizer que ndo é. Por outro lado,
vocé esta preocupado em justificar seus argumentos cuidadosamente com base nas regras de
l6gica. Se vocé insiste em pensar em “ou” como uma escolha, vocé ndo podera decidir qual
das duas exigéncias escolher como a falsa, porque as duas séo falsas! Assim precisamos que
0 Nosso “ou” tenha o significado matematico, ou sgja, da aceitacdo de um ou mais dos fatores.

Além dejustificar nosso uso do “ou”, identificamos também outra regralégica.

RegralLogica6: A declaracdo ~(A e B) tem o0 mesmo significado que (~A) ou (~B).

2.7.5 OsQuantificadores

Temos mais regras a respeito da negacdo, mas antes vamos falar de variaveis e
quantificadores. Eles vao permitir que as declaracbes sgjam extendidas para muitos casos,
ndo somente para um em particular.

Frequentemente falamos em termos especificos ou absolutos: por exemplo, podemos
dizer

Ana é mulher; vermelho é uma cor; Brasil esta na América do Sul.

Nestas frases demos “nomes aos bois’, Ana, vermelho, Brasil, e ndo ha qualquer espago para
manobra. Este tipo de terminologia € bom para situacfes especificas, mas na matemética, e as
vezes na vida comum, freqlientemente falamos de situacfes gerais com a possibilidade do uso
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de muitos objetos dentro de um conjunto. Neste caso usamos 0 que chamamos de variaveis
pararepresentar elementos ndo genéricos de uma classe.
Um exemplo de uma frase especifica seria

O triangulo com lados 3m, 4m, e 5m é um triangulo retangulo porque 3 + 4 =5,

Uma generalizacdo desta frase que usa variaveis tem aforma
Seumtriangulo temlados a, b e c com a + b* = ¢ entdo € umtriangulo retangulo.

Nesta Ultima frase vemos que podem haver muitos tridngulos retdngulos com tamanhos
diversos e ndo somente 3 por 4 por 5 como na primeirafrase. Asvariaveisa, b e c assumem
valores dentro da classe™ de nlimeros reais positivos e podem variar de um tridngulo para
outro.

Asvariaveis podem aparecer numa forma simples como no exemplo acima ou podem
ser quantificadas. Ha duas maneiras de quantificar uma varidvel, existencialmente ou
univer salmente.

Quantificar uma variavel existencialmente, como indica 0 nome, significa exigir que
exista um vaor (da variavel) dentro de um conjunto (dominio) de valores para o qua a
exigénciadafrase é satisfeita. Exemplo:

Hé um ntimero real positivo x tal que x* =2.

A variavel X que assume valores no conjunto de ndmeros reais positivos (dominio) &
quantificada existencialmente porque afirmamos que ha um deles (nimero real positivo) que
satisfaz algo: tem o quadrado igual a dois.

Quantificar uma varidvel universalmente significa que atribuir uma propriedade a
todas as coisas num conjunto; quer dizer, aquela propriedade € universamente satisfeita pelos
possiveis valores da varidvel. Um exemplo de uma frase com uma variavel quantificada
universalmente é

Cada numero positivo x € o quadrado de um nimero real.

Temos uma variavel, representada por X, que assume valores no conjunto dos
nUimeros positivos; temos a propriedade de que x é o quadrado de um nimero; afirmamos que
cada x satisfaz esta propriedade, ou sgja, que esta propriedade € univer salmente véida para
0s X haquele dominio.

A nocdo de generalidade que acabamos de ver € ago que faz parte do nosso senso
comum. Até usamos ela constantemente em nosso dia-adia Mas agora vamos ver uma
possibilidade da qua ndo estamos acostumados. quando o conjunto que estamos
considerando é vazio.

Considere as declaractes
Todos os unicornios tém chifre na testa;

Todos os triangul os com quatro lados tém area 3 metros quadrados.
Todo nimero real cujo quadrado é um nlmero negativo é maior que mil.

13 sindnimo de conjunto
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Vea que as trés frases sdo verdadeiras mas nem por isto existem unicornios ou triéngulos
com quatro lados ou que temos somente nUmeros reais acima de mil. Lembre-se que, numa
frase com uma varidvel universalmente quantificada, estamos dizendo que todos os (cada)
elementos de uma classe tém uma propriedade, mas nunca afirmamos gue a classe tinha
elemento dentro delal

O fato de que ndo ha nenhum valor da variavel satisfazendo a propriedade nos diz que
estamos afirmando algo sobre 0 nada, e entdo podemos afirmar qualquer coisa sem estar
faltando com a verdade.

Este fato ndo é muito facil de admitir no inicio mas aos poucos vocé vera que é
simples e até bem razoavel, apenas que vocé nunca havia se deparado com esta situacdo antes.

Vamos ver agora como negar uma declaracdo que usa quantificadores, que
provavelmente € a atividade |6gica mais dificil para 0 aduno. Acima, vimos que frases sdo
negadas através da colocacdo de um “ndo” no verbo. Estavamos trabalhando com frases
simples sem quantificadores ou conectivos e a regra éra véida naguele contexto. Com
quantificadores a coisa ndo € tdo ssimples assim. Considere afrase

Todo homem é forte.
Sua negagdo ndo é

Todo homem ndo é forte.

Ja mencionamos um “estilo” para construir a negagdo de uma frase que funciona em qual quer
circunstancia (com ou sem quantificadores). Usando esta técnica, a negacéo dafrasefica

N&o € o0 caso que todo homem é forte.

Muito bem, vamos adiante. O que precisamos fazer agora para provar que esta Gltima
afirmacéo é verdade? Sem anegagdo, podemos dizer que a exigéncia € a seguinte:

cada vez que um homem aparecer na sua frente, vocé consegue provar que ele é forte.
Agora ao negar a frase, estamos afirmando que vocé ndo conseguira executar esta tarefa, ou
sgja, ira falhar em pelo menos um caso. Para isto, bastar mostrarmos um refugiado destes
que vemos nas noticias com 2 metros de atura, 35 anos de idade e 45 quilos de peso. Vocé
esta obrigado a provar que ele é forte mas vocé fatalmente fracassara nas suas tentativas. Dai,
estaremos convencidos (e vocés também esperamos) que a negacdo da frase é verdadeira,
pelo menos para aquela escolhadavariavel. Vemos assim que negar uma frase do tipo
Para cada x, A(X)

€ amesma coisa que afirmar que ha um x para o qual A(x) € falsa. (ou entdo que ~A(X) € uma
frase verdadeira). Logo a negagao dafrase acimafica

Existe x tal que ~A(X)

Portanto temos mais uma regra | 6gica que usaremos com frequencia.
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Regra Logica 7 A negagdo da declaragdo Para cada x, A(X) tem 0 mesmo
significado que a declaragéo Existe x tal que ~A(X).

E como funciona a negacéo de frases com variaveis quantificadas existencialmente?
Se vocé tem uma frase do tipo

Existe x tal que A(X)

e dafirma que é verdadeira, 0 que precisa fazer para provala? Vocé tem que achar um x
especifico dentro do dominio davariavel tal que a frase A(X) é verdadeira.
Por exemplo, paraprovar afrase

Existe um nimero real x tal quex® =2

vocé tem que exibir o nimero J2 gue tem a propriedade exigida. Se negarmos a afirmagéo
acima, nos estaremos alegando que vocé ndo tera éxito na sua tarefa. Quer dizer, cada vez
que vocé escolher um ndmero x a propriedade (que x* =2) n&o sera satisfeita - o quadrado
do nimero x ndo serd 2. Se para aquele x escolhido a propriedade A(x) € falsa entéo ~A(X) €
verdade. Assim, a0 negar a frase, afirmamos que: para cada x, ~A(X) € verdadeira. Logo
temos a seguinte regralogica:

Regra Logica 8. A negacéo da frase Existe x tal que A(x) tem o mesmo significado
que Para cada x, ~A(X).

2.7.6 Mais Algumas Regras L dgicas

Vejamos mais uma lista de regras |0gicas algumas das quais ja mencionamos acima e
mais algumas que sdo combinacbes das que ja vimos. Queremos deixar as regras que
usaremos bem explicitadas, afinal, no nosso méodo axiomatico, queremos que tudo siga de
maneiraraciona e com justificativas explicitas.

Regra L égica 9:

a) (usodo“ou”) Se P éverdadeira, qualquer que sgja a afirmacdo Q, é valido
concluir que P ou Q é verdadeira; Se Q € verdadeira, qualquer que sgja a
afirmacdo P, é valido concluir que P ou Q € verdadeira;, Se P ou Q é
verdadeira € vélido concluir que uma das duas ou P ou Q é verdadeira
(Nosso problema € que podemos ndo saber qual!);

b) (usodo“e")
Se P e Q éverdadeira, € vaido concluir que P é verdadeira;
Se P e Q éverdadeira, € vaido concluir que Q é verdadeira;
Se P é verdadeira e se Q é verdadeira, € vdlido concluir que P e Q é
verdadeira;

c) Se~Q = ~P éverdadeiraé vaido concluir que P = Q é verdadeira;
d) SeP = Qéverdadeirae Q = R éverdadeira, é valido concluir que P =

22



R éverdadeira;
€) (AouB) = Céamesmacoisaque(A = C)e(B = C);

f) Se(para qualquer x em D), A(X) é verdadeira e y € um membro de D entdo
A(y) éverdadeira;

g) (Existe x em D) tal que A(X) é verdadeira se e somente se podemos
encontrar y em D tal que A(y) € verdadeira.

Nesta regra a linha a) nada mais é que a formalizagdo do nosso “ou” matemético que
P ou Q é verdadeira se e somente se um dos seus fatores €. A linha b) € a formalizacéo do
acordo que P e Q é verdadeira quando e somente quando ambas P e Q sdo verdadeiras. A
linha ¢) ndo é absolutamente necessaria como regraformal. Ela é conhecida como a Contra-
Positiva e pode ser provada usando uma demonstracéo por contradicdo. A linha d) confirma
gue podemos enfileirar nossas conclusdes tanto quanto quizermos.

A linha €) nos permite usar umatécnicado tipo dividir e conquistar paradividir frases
gerais em casos especiais mais faceis de provar. (A ou B) [ C somente pode ser falsa se (A
ou B) éverdadeirae C éfasa. Neste caso uma das frases A ou B é verdadeira; se for A, entéo
(A = C) éfdsaesefor B, entdo (B = C) éfadsa. De qualquer jeito aconjuncdo (A = C) e
(B = C) éfasa porque pelo menos um dos seus fatores € falso. A reciproca, isto é, (A =
C)e(B= C) = ((AouB) = C) segue um raciocinio ana ogo.

A linha f) é um tipo de modus ponens para frases universais. Com esta regra,
podemos tratar a comprovacdo desta afirmacao universal como uma frase condicional:

Se x é um membro de D entéo A(x) é verdadeira.

A linha g) é auto explicativa; se afrase existencial € verdadeira, entdo a propriedade
é satisfeita por algum membro do dominio e vice-versa.

Os matematicos e os politicos ndo sdo bons companheiros. O politico passa sua vida
toda tentando se esquivar de uma definicdo exata da sua posi¢do sobre um assunto. O lema
deles parece ser

tenho uma posicao firme sobre o assunto que nem é a favor nem é contra, mas muito
pelo contrario.

Esta filosofia pode evitar que o politico irrite certos grupos de eleitores, mas ndo é
compativel com o rigor que queremos no NOsso Método axiomético. NGOs incluimos umaregra
gue é freglientemente chamada de exclusdo do meio termo.

<ABRIR QUADRO-DESTAQUE> Regra Légica 10: Para cada declaracéo P, P ou
~P éverdadeirae P e ~P é fasa<FECHAR QUADRO-DESTAQUE>

Estaregradiz que, dada uma declaracdo P, elando pode ser ambigua™*; das duas uma, ou ela é
verdadeira ou ela é falsa. Por serem negacdes uma da outra, se uma delas é verdadeira, a
outra é falsa; assim a Regra 9 nos permite dizer que P e ~P é semprefalsa. Estaregra separa
as frases que tém a propriedade de serem ou verdadeiras ou falsas das frases em geral.
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2.8 A Folha Demonstrativa

NP Teorema Lema

Hipotese:

Tese:

Demonstracdo
Afirmacao Justificativa
Nesta coluna vocé escrevera as afirmacdes | Nesta coluna vocé escreverd um conjunto
que usar na demonstracio do teorema. de justificativas para cada afirmacio feita
na coluna a esquerda.

Lembre-se que estas afirmagdes sdo, antes de
mais nada, frases completas, bem formadas| Cada conjunto de justificativas devera
gramaticalmente. Estas afirmacdes deverdo | receber um numero, 0 mesmo numero
ser listadas uma por uma e enumeradas. que a afirmacdo a que se refere no lado
esquerdo.

Opcionalmente vocé podera escrever sub-
titulos, sem enumeracdo, para organizar a sua | Lembre-se que as justificativas deverdo
demonstracdo provar a veracidade da afirmacdo &
esquerda.

2.9 Como Demonstrar um Teorema?

Muitos alunos perguntam como desenvolver as demonstracbes. Esta é uma pergunta
impossivel de ser respondida. Desenvolver uma demonstragdo € um ato criativo, envolvendo
intuicdo, inspiragdo, dedicacdo e imaginacdo em nada diferente do processo usado por um
pintor, escritor ou compositor.

Outra qualidade em comum com estes € a necessidade de bastante trabalho e muitas
tentativas, erros e novas tentativas até alcancar o objetivo.

O que podemos oferecer € um esguema para uma demonstracdo oferecida
aparentemente pela primeira vez por Proclus.

Ele afirma que cada teorema tem as seguintes elementos. anuncio (ou npoTacis),
clarificaciio (ExOeo1g), definicdo ou especificaciio (dropiopdg), construcdes e resultados de
apoio (katackevi}), demonstracio (Arédeiéig) e conclusio (Amédeitig).

O anuincio consiste na declarac3o do teorema, incluindo ambos as hipdteses e teses. E
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Obvio que ndo ha qualquer possibilidade de provar um teorema se ndo se sabe 0 que € 0
teorema. A clarificacdo consiste da declaracdo da hipltese e a seu esclarecimento e
reformulacdo em termos mas adequados para 0 assunto em pauta. A definicdo ou
especificagao declara a tese e esclarege duvidas sobre 0 seu sentido exato que inclui, entre
outras coisas, ter em mao as definicdbes de todos os termos técnicos usados. As
construcgdes e resultados de apoio sdo exatamente isto. Sempre que possivel, faz-se um
desenho da informacdo das hipoteses, freqlentemente, este desenho por s s& mostra o
caminho para atese. Em seguida, buscar entre os teoremas e exercicios ja provados agueles
ligados com a hipétese ou tese. Por ultimo, oferecer um esboco, a largos passos, de o que
pretende converter em demonstragdo. Em demonstractes simples, a listagem de teoremas
Uteis pode ser o suficiente para marcar 0 caminho da demonstracdo; em outros casos mais
complicados, deve depender na sua experiéncia e intuicéo para bolar uma estratégia. Esta
estratégia € de fundamental importancia para evitar que se perca em detalhes e se desvie do
rumo que o levara aconclusdo. Ao final, um construtor ao iniciar a construgdo ndo comega
determinando quantos pregos ele vai usar; comega bolando um cronograma de atividades de
grande porte, podendo cada uma destas ser destrinchadas no momento adequado. Pelo
menos ndo tentara fazer os acabamentos no terceiro andar antes de terminar a fundacdo, nem
se prender tanto a cavar para as fundagdes que acaba por criar uma enorme cratera e ndo um
edificio.

Tarefas grandes requerem plangamento em todas as outras areas, porgue seria
diferente na Matematica?

Estando ciente dos teoremas que podem ser Uteis e tendo um plano de agéo, vocé deve
encorpar este plano e construir a demonstracdo. Por favor, depois de falar por horas ou
escrever paginas e paginas informe o resultado final; deve se concluir a demonstragéo
informando explicitamente que atese foi obtida e, portanto, o teorema foi demonstrado.

2.10 Exercicios Resolvidos e Propostos.

1) Identifigue pelo menos seis (cinco aém do exemplo) estruturas gramaticais usadas
freglientemente na lingua portuguesa que sdo dternativas para a estrutura e ... entéo... .
(Por exemplo ... desde que...) Paracada estruturaidentifique tese e hip6tese nesta estrutura.

Resposta (parcial):
1. A acontece quando B acontece. Hipotese: B, tese: A
2. A acontece somente quando B acontece. Hipétese: A, tese: B

2) Um adjetivo é chamado autoldgico se a propriedade expressada pelo adjetivo se
aplicaa propria palavra. Por exemplo, multissilabica € um adjetivo e a palavra multissilabica
€ uma palavra multissilébica (tem cinco silabas); Portanto, multissilabica é uma paavra
autolégica. Monossilabica, entretanto ndo € monossilébica e, portanto ndo € autolégica. Um
adjetivo que ndo é autol 6gica é chamada heterol 6gico.

Provar que as seguintes frases declarativas ndo podem ser nem verdadeiras nem fal sas.

i) Esta frase é falsa.
ii) Heterol6gica € heterol dgica.

3) Identificar cinco estruturas gramaticais para representar a quantificacao univer sal
de uma varidvel e dar um exemplo de cada uma. Repita o exercicio identificando alternativas
pararepresentar o quantificador existencial.
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4) Para cada frase a seguir determine se é condicional, bicondicional, “existencia”,
“universal” ou nenhuma destes. Se é condicional, identifique hipdtese e tese.
a) Rosas sdo vermel has.
R: universal, condicional. Hip: A éumarosa. Tese: A é vermelha.
b) Se x é um ndmero n&o nulo entdo x> € maior que zero.
R: condicional, universal. Hip: .... Tese:
C) Se vocé comer seu espinafre, vocé crescera forte e saudavel.

d) Gloria é umamoca agradavel, quando esta de bom humor.
€) Serviremos um lanche quando o relégio bater quatro horas.
f) Jorge e Sandro v&o ao mercado.

g) Nem todos os convidados chegaram na hora marcada

h) O Brasil tera que desvalorizar a sua moeda ou sofrerd ataques de capita
especul ativo.

i) Alguém vai ser aprovado nesta disciplina.

j) Todos os nimeros ndo nulos tem quadrado maior que zero.

k) Dizer que um conjunto de vetores gera um espaco € a mesma coisa que dizer que
cada vetor do espaco pode ser expresso como uma combinacdo linear deles.

I) A funcéo f é continua no ponto x do seu dominio significa que, para cada € maior
que zero, existe um & maior que zero tal que se'y € ponto do dominio e adistanciaentrex ey
é menor que 3, entdo adistanciaente f (x) e f () émenor quee.

5) Negue as frase do Exercicio 4 dos itens @) ak).

R:
a) Nao é verdade que asrosas sdo vermel has;

Asrosas ndo sao vermelhas.
b) Existeumnumero x ndo nulo tal que seu quadrado ( x*) ndo € maior que zero.
c) Vocé pode comer seu espinafre e ndo vai crescer forte e saudavel.

6) Construa folhas de demonstracdo para os dois exemplos de demonstracdes
apresentados neste capitulo (soma de pares e raiz quadrada de 2).

R: Seaebsdointeiros pares, entdo asoma a+b épar.

Tente fazer 0 segundo exemplo de demonstraco:
N&o ha niimero racional x tal quex® =2.
E importante vocé fazer tentativas iniciais somente usando sua capacidade de raciocinio. Na
medida que as dificuldades impegam que vocé va adiante olhe a resposta no fim do capitulo o
suficiente para ultrapassar a dificuldade que vocé sentiu. Ent&o volte a tentar por si mesmo.
No final retorne e procure entender bem cada passo.

7) Resgate todas as suas notas de aula do Laboratorio | e revise a parte relevante a
negacao e quantificadores.
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